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Re´sume´
La compre´hension du comportement de structures jusqu’a` leur ruine est ne´ces-
saire pour concevoir au mieux ces structures. Selon le mate´riau et les sollicitations
conside´re´es, les me´canismes physiques a` l’origine de la rupture changent. Nous nous
inte´resserons a` des mate´riaux homoge`nes pour lesquels la ruine passe par le de´-
veloppement de fissures autour desquelles les non-line´arite´s de comportement n’ont
pas un roˆle dominant. Ces conditions sont re´unies pour les mate´riaux fragiles pour
lesquels la source principale de dissipation est la ge´ne´ration non re´versible d’une
surface libre, et pour certaines fissures de fatigue. Sur un cycle de chargement, il
existe de nombreuses applications pour lesquelles les non-line´arite´s restent confine´es.
La the´orie de la me´canique line´aire e´lastique de la rupture est alors un mode`le
pertinent pour approcher le comportement de la structure. Sous ces hypothe`ses, le
front de la fissure introduit une singularite´. L’e´tude asymptotique de cette singularite´
dans des situations plane et anti-plane permet de de´finir les se´ries de Williams. La
singularite´ est alors d’ordre un demi et elle est quantifie´e par les facteurs d’intensite´
des contraintes (FIC) pour chacun des trois modes de sollicitations. En 3D, la fissure
peut avoir une ge´ome´trie complexe, et aucune expression ge´ne´rale de la singularite´
n’existe. Dans cette the`se, les se´ries de Williams en de´placements sont utilise´es et
re´gularise´es le long du front au sens des e´le´ments finis.
A` partir de cette de´finition 3D des se´ries asymptotiques en pointe de fissure,
une me´thode d’extraction directe des FIC (DEK-FEM) est e´tendue au cas 3D. Le
domaine est de´compose´ en deux domaines, raccorde´s en moyenne sur l’interface. Au
voisinage du front, les champs me´caniques sont approche´s par une troncature des
champs asymptotiques. La singularite´ est donc traite´e avec des champs adapte´s, et
les degre´s de liberte´ associe´s sont directement les coefficients asymptotiques. Parmi
ces coefficients asymptotiques, on retrouve les FIC et les T -stresses. Pour des raisons
d’efficacite´ nume´rique et pour pouvoir relier l’e´chelle de la structure a` l’e´chelle de la
fissure, cette me´thode est inte´gre´e dans un contexte multigrilles localise´es X-FEM.
Ainsi nous montrons que cette approche permet une bonne e´valuation des e´volutions
des FIC et du T -stress.
Cette me´thode est de´veloppe´e en paralle`le d’une strate´gie de post-traitement
expe´rimental (mesure de champs de de´placements par corre´lation d’images) base´e
sur les meˆmes se´ries asymptotiques. Les images tridimensionnels d’un essai de fa-
tigue in situ sont obtenues par micro-tomographie a` rayons X et reconstruction.
La corre´lation et la re´gularisation base´es sur les se´ries asymptotiques permettent
d’obtenir la ge´ome´trie de la fissure et les FIC pour pouvoir identifier des lois de pro-
pagation de fissures 3D en fatigue. L’efficacite´ de cette me´thode en paralle`le d’une
simulation DEK-FEM est illustre´e en 2D.
Mots cle´s: Facteur d’intensite´ des contraintes, fissure courbe 3D, X-FEM, mul-
tigrilles localise´es.
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La rupture au sein du projet
RUPXCUBE
Pour concevoir des syste`mes me´caniques, il est ne´cessaire de maˆıtriser les pro-
cessus pouvant entraˆıner la rupture. C’est un phe´nome`ne dont le couˆt ne peut eˆtre
ne´glige´ “the annual cost of fracture in the U.S. in 1978 [is] about 4% of the gross na-
tional product” [AND 05]. Deux types de sollicitations peuvent alors eˆtre distingue´es,
les sollicitations exceptionnelles et les sollicitations re´currentes. Ce premier type de
sollicitation est pris en compte par une de´marche appele´e “analyse des modes de
de´faillance, de leurs effets et de leur criticite´”. Cette de´marche prend en compte des
sollicitations extreˆmes qui peuvent engendrer la de´faillance du syste`me. Il est alors
ne´cessaire de savoir comment elle aura lieu pour en limiter l’impact. Le second type
ne´cessite d’anticiper l’e´volution du syste`me dans le temps et e´ventuellement de pro-
grammer un certain nombre d’ope´rations de maintenance. Un syste`me me´canique
est souvent utilise´ de manie`re re´pe´titive, il y aura alors ce qu’on appelle des cycles
de sollicitation. Sous ces sollicitations cycliques, la structure peut s’endommager et
une fissure peut se propager jusqu’a` la ruine pour des niveaux de charge faibles, on
parle alors de fatigue.
La maˆıtrise de la ruine pour des sollicitations extreˆmes ou cycliques est donc
ne´cessaire pour la conception et la maintenance des syste`mes me´caniques. Pour
certains mate´riaux et sollicitations, la rupture survient par la propagation d’une
fissure autour de laquelle les non-line´arite´s restent confine´es. Un mode`le e´lastique
line´aire est alors pertinent pour comprendre et simuler la ruine. De´velopper des outils
nume´riques de pre´diction permet de diminuer les couˆts de conception en diminuant
les campagnes d’essais. Cela permet surtout de pouvoir optimiser la conception
de manie`re toujours plus approfondie. La mise au point de ces outils passe par
l’identification de mode`les adapte´s. Il est alors inte´ressant d’observer les phe´nome`nes
dominants au voisinage du front. Il est ensuite ne´cessaire d’identifier les parame`tres
pilotant la propagation pour de´terminer une loi de propagation. La loi et les mode`les
permettant de reproduire les phe´nome`nes observe´s et de retrouver les parame`tres
dominants doivent alors eˆtre valide´s.
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Me´canique line´aire e´lastique de la rupture
Le cadre de cette e´tude est la me´canique line´aire e´lastique de la rupture. Il
s’agit d’une the´orie simplificatrice qui traite d’un milieu au comportement e´lastique
line´aire dans lequel une fissure se propage. Cette the´orie e´tant simple, elle permet
d’approcher analytiquement le comportement me´canique asymptotique en pointe de
fissure [MUS 53, WIL 57]. La propagation de la fissure est la seule source de dissipa-
tion. Aussi une approche thermodynamique propose-t-elle de relier la dissipation a`
la surface de fissure cre´e´e par le taux de restitution d’e´nergie. Ce taux peut eˆtre cal-
cule´ par une inte´grale [RIC 68a] et il peut eˆtre relie´ au comportement asymptotique.
La connaissance du comportement asymptotique est alors un outil pour pre´dire la
propagation, notamment a` travers les facteurs d’intensite´ des contraintes, qui sont
les parame`tres dominants.
Cette approche permet une bonne approximation lorsque les non-line´arite´s sont
localise´es en pointe de fissure. Cette situation existe pour des sollicitations sta-
tiques et dynamiques dans des mate´riaux fragiles comme le verre, certains me´taux
a` basse tempe´rature et les ce´ramiques. Ces dernie`res sont de plus en plus utilise´es
dans l’industrie pour leur grande re´sistance. Une autre application de ces concepts
est le frottement sous cisaillement qui peut eˆtre assimile´ a` une fissure qui se re-
ferme [SVE 14]. Enfin, une application re´currente est la fatigue a` grand nombre de
cycles [NEW 98] dans un spectre plus large de mate´riaux. C’est a` cette dernie`re
application que s’inte´ressent les travaux pre´sente´s.
Fatigue
En pratique, la plupart des syste`mes me´caniques sont soumis a` des chargements
cycliques. Ils peuvent atteindre des milliards de cycles par an. Pour ce type de sollici-
tation, des fissures apparaissent puis se propagent pour des niveaux de sollicitation
faibles (< 50%) par rapport a` la limite e´lastique. Une structure peut donc eˆtre
largement sur-dimensionne´e pour des sollicitations statiques et rompre en fatigue.
Sous ces faibles niveaux de charge, les non-line´arite´s n’apparaissent qu’autour
de de´fauts puis autour du front de la fissure. Dans de nombreuses situations, elles
restent localise´es. Une approche e´lastique est alors souvent utilise´e pour caracte´riser
les champs me´caniques. Il est possible d’enrichir ces me´thodes en mode´lisant les
non-line´arite´s en pointe de fissure. Ne´anmoins, la loi de propagation peut prendre
en compte certaines non-line´arite´s.
Pre´diction de la dure´e de vie
La ruine d’une structure en fatigue passe par trois phases avant la rupture. La
premie`re est une phase d’amorc¸age pendant laquelle aucune fissure n’est visible. Le
mate´riau se de´te´riore au voisinage de de´fauts qui concentrent les contraintes. Ce
phe´nome`ne apparaˆıt souvent au voisinage des surfaces libres ou` les concentrations
de contraintes autour des de´fauts sont plus importantes et l’environnement est plus
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agressif. L’utilisation de mate´riaux plus purs (comme le titane conside´re´ Section 4.2)
re´duit les inclusions. La fatigue s’amorce alors, pour des niveaux de contraintes
plus e´leve´s, par des bandes de glissement, souvent a` l’interface entre les grains. La
deuxie`me phase est l’apparition d’une fissure micro-structurellement courte, dont
la propagation est lie´e a` la microstructure (joints de grain, inclusions,...). Ces deux
phases, jusqu’a` l’apparition d’une fissure de l’ordre de 100 µm peuvent consommer
plus de 60% de la dure´e de vie.
Au dela` d’une certaine dimension, la fissure est micro-structurellement longue.
La propagation est alors pilote´e par des parame`tres associe´s a` la pointe de fissure
inde´pendamment de la microstructure. C’est cette dernie`re phase qui est e´tudie´e
dans la cadre de cette the`se. En particulier lorsque les non-line´arite´s sont confine´es
en pointe de fissure. Dans ces conditions, les parame`tres de la me´canique line´aire
e´lastique de la rupture sont directement lie´s a` la vitesse de propagation et a` la
rupture [NEW 98].
Organiser la maintenance
La pre´diction de la propagation de fissures micro-structurellement longues est
particulie`rement importante. En plus de jouer un roˆle important dans la dure´e de vie,
elle permet d’organiser la maintenance. En effet, la dure´e de vie est difficile a` calculer
pre´cise´ment ; elle pre´sente souvent une variabilite´ importante qui se traduit par une
estimation de dure´e de vie courte par rapport a` la tenue moyenne. Les me´thodes de
de´tection de fissures permettent alors de ne plus remplacer syste´matiquement des
pie`ces me´caniques encore fonctionnelles. Il est possible de ne remplacer que celles
qui sont de´ja` fissure´es de manie`re critique.
Une question se pose alors : a` quelle fre´quence faut-il tester les pie`ces ? Une
re´ponse est base´e sur la pre´diction de propagation de fissure. En effet, si la me´thode
de mesure retenue ne permet pas de de´tecter des fissures de moins de 100 µm, la
question de la maintenance est re´duite a` : en combien de temps une telle fissure
conduit-elle a` la ruine ? Comme l’estimation de la dure´e de vie, cette de´marche de
maintenance requiert l’e´tude de la propagation de fissures longues en fatigue.
RUPXCUBE : pre´diction de la propagation de fissure de fa-
tigue
Cette the`se s’inscrit dans le cadre du projet ANR-09-BLAN-0009-01-
RUPXCUBE : “Identification tridimensionnelle de lois locales de propagation de
fissures par micro-tomographie X, mesure de champs e´tendus et simulation e´le´ments
finis e´tendus”.
Ce projet traite de fissures de fatigue micro-structurellement longues, dans l’hy-
pothe`se ou` les non-line´arite´s restent confine´es. Il vise a` de´velopper une de´marche
alliant mesure de champs expe´rimentaux et simulations nume´riques pour identifier
des lois de propagation 3D. La description du champ de de´placements expe´rimental
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et de ce champ dans la simulation est identique. Les deux sont base´es sur des
e´le´ments finis et le de´veloppement asymptotique de Williams en pointe de fis-
sure [MUS 53, WIL 57].
Le projet s’appuie sur les compe´tences de trois laboratoires. Chacun ame`ne son
expertise sur un des piliers de la de´marche :
(α) MATEIS (INSA de Lyon) : imagerie 3D par micro-tomographie a` rayons X,
(β) LMT (ENS Cachan) : mesure de champs de de´placements par corre´lation
d’image 3D,
(γ) LAMCOS (INSA de Lyon) : simulation nume´rique 3D de propagation de fis-
sure.
Ne´anmoins, chacun des acteurs participe a` plusieurs des items au cours du projet.
Dans le cadre de ce projet, les travaux pre´sente´s dans ce me´moire de´veloppent
principalement l’item (γ) ou` une me´thode de simulation 3D est de´veloppe´e. Elle
est base´e sur les se´ries asymptotiques de Williams. Les coefficients asymptotiques
sont directement identifie´s comme degre´s de liberte´ du proble`me. D’autre part, la
de´marche RUPXCUBE est applique´e sur un exemple 2D montrant les liens entre les
items (β) et (γ) et comment leur combinaison est be´ne´fique a` l’identification de la
loi de propagation.
Observer le mate´riau fissure´ (α)
La me´thode d’observation dans ce projet est base´e sur la mesure de champs,
pre´sente´e Section 4.1.1. En 2D, une approximation par la me´thode des e´le´ments
finis du champ de de´placements est obtenue par corre´lation entre deux images. Pour
ame´liorer la pre´cision du champ de de´placements et diminuer l’influence du bruit, ce
champ peut eˆtre re´gularise´ avec les proprie´te´s me´caniques. Cette mesure du champ
est riche, elle permet une observation pre´cise des phe´nome`nes me´caniques autour de
la pointe de fissure.
En 3D, la meˆme de´marche de corre´lation d’“images” sur un champ de
de´placements e´le´ments finis peut eˆtre applique´e. Cette fois les images sont obte-
nues par reconstruction 3D de radiographies. Les radiographies sont obtenues par
l’exposition a` un faisceau a` meˆme de passer en partie au travers de la matie`re. La
tomographie a` rayons X est utilise´e dans le projet. L’e´tape supple´mentaire de recons-
truction est ne´anmoins source d’erreur, et la tomographie source de complications
expe´rimentales.
Analyser les champs me´caniques en pre´sence (β)
Les images obtenues sont limite´es par leur re´solution. Lorsque la fissure est
faiblement ouverte, elle sera difficilement visible. La mesure de champs aide l’in-
terpre´tation, notamment a` travers le re´sidu de corre´lation. En effet, si le champ
de de´placements e´le´ments finis ne permet pas de repre´senter correctement les
de´placements, le re´sidu de corre´lation est e´leve´. D’autre part, si les images sont
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focalise´es sur la pointe de la fissure, il est alors possible de mesurer des phe´nome`nes
comme l’ouverture et la refermeture au cours du cycle.
La projection du champ de de´placements sur les se´ries asymptotiques permet en-
suite d’identifier avec pre´cision la position du front ainsi que les coefficients asympto-
tiques. Ces coefficients, et en particulier les facteurs d’intensite´ des contraintes sont
pilotes dans la propagation. D’autres coefficients comme les T -stress sont e´galement
accessibles par cette projection. Il est alors possible d’identifier une loi de propa-
gation pour l’essai conside´re´. Le de´veloppement de la me´thode en 3D a pour but
d’identifier une loi de propagation prenant re´ellement en compte les effets 3D. En-
fin, puisque les proprie´te´s e´voluent le long du front, pour chaque pas de propagation
e´tudie´, de nombreuses informations sont disponibles pour identifier la loi de propa-
gation.
Simulation nume´rique de la propagation (γ)
La mode´lisation de structures re´elles ne´cessite de recourir a` des me´thodes d’ap-
proximation nume´riques. La me´thode que nous utilisons pour ge´ne´rer un espace d’ap-
proximation efficace pour un milieu fissure´ est base´e sur les e´le´ments finis e´tendus. La
corre´lation d’image utilise´e e´tant e´galement base´e sur une discre´tisation e´le´ments fi-
nis, il est facile de comparer le champ de de´placements simule´ aux de´placements
expe´rimentaux. D’autant plus que dans la simulation une troncature des se´ries
asymptotiques est e´galement utilise´e pour approcher les champs me´caniques au voi-
sinage du front.
L’utilisation des premiers ordres du de´veloppement en se´ries asymptotiques au
voisinage du front permet d’identifier directement les coefficients asymptotiques
comme degre´s de liberte´ du proble`me. Ils doivent eˆtre introduits seuls, par exemple
avec un super-e´le´ment spe´cifique appele´ Hybrid Crack Element (HCE) [TON 73b,
XIA 07]. Il est e´galement possible de de´composer le domaine en deux parties pour
traiter spe´cifiquement le voisinage du front avec les se´ries de Williams. Le reste du
domaine est alors directement traite´ par la me´thode e´le´ments finis e´tendus. Le rac-
cord peut soit eˆtre fait en moyenne sur une zone de recouvrement [RE´T 10a], soit
avec un raccord inte´gral sur la frontie`re entre les deux domaines [PAS 11].
Ces simulations sont base´es sur un mode`le de comportement e´lastique line´aire.
La mesure de champs permet de s’assurer que le champ simule´ est une bonne ap-
proximation de la re´alite´. L’ade´quation entre les coefficients asymptotiques simule´s
et mesure´s expe´rimentalement est alors ve´rifie´e. Il est ensuite possible de simuler la
propagation avec la loi identifie´e.
Les innovations de cette the`se
Les travaux de recherche pre´sente´s se concentrent principalement sur le
de´veloppement de la simulation 3D. Les me´thodes utilise´es sont introduites
au Chapitre 1. Sa premie`re partie pre´sente les mode`les mathe´matiques et les
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de´veloppements asymptotiques en pointe de fissure. Sa seconde partie est consacre´e
a` la pre´sentation des me´thodes nume´riques pour la simulation de fissures, en par-
ticulier celles qui seront utilise´es ici. Les mode`les de propagation de fissures y sont
introduits.
Extension de la DEK-FEM au 3D
Le Chapitre 2 pre´sente la me´thode nume´rique de´veloppe´e appele´e DEK-FEM
pour Direct Estimation of generalized stress intensity factors K Finite Element Me-
thod en 3D. Cette me´thode utilise une discre´tisation base´e sur les de´veloppements
asymptotiques en pointe de fissure. Les e´volutions des coefficients asymptotiques le
long du front sont donc directement identifie´es comme degre´s de liberte´s du syste`me.
La me´thode existe en 2D [PAS 11, PAS 13]. Nous avons traite´ son exten-
sion en 3D. En 2D, au voisinage du front, les se´ries asymptotiques propose´es
par Williams [WIL 57] sont directement utilise´es en pointe de fissure. Le premier
challenge de l’extension de la me´thode au 3D est la proposition d’une de´finition
des champs asymptotiques en 3D. Malgre´ des e´tudes analytiques [APE 08], le
de´veloppement asymptotique autour d’une fissure 3D n’est pas disponible dans le
cas ge´ne´ral (fissures courbes, de´bouchantes,...). Ainsi, il est ne´cessaire de construire
une base tronque´e inspire´e des champs asymptotiques de Williams apte a` capturer
convenablement les singularite´s au voisinage d’un front de fissure 3D. Nous propo-
sons d’utiliser le champ de de´placements des se´ries de Williams 2D rendu continu le
long du front par une discre´tisation e´le´ments finis 1D. Les champs de de´formations
et de contraintes sont calcule´s a` partir de ce champ de de´placement. La compatibilite´
contraintes/de´placements est donc naturellement ve´rifie´e. Cette base est e´galement
comple´te´e par l’ajout d’une troisie`me rotation.
Le passage a` une simulation 3D augmente notablement le nombre de degre´s
de liberte´ conside´re´s et donc les temps de calcul. L’optimisation des me´thodes de
re´solution est alors ne´cessaire. Comme sa version 2D [PAS 11, PAS 13], la DEK-
FEM 3D est couple´e avec une me´thode multigrilles localise´es [RAN 08, RAN 09].
Cette approche facilite la ge´ne´ration d’un maillage a` meˆme de re´unir l’e´chelle de
la structure, l’e´chelle de la fissure et celle du front. De plus, cette me´thode permet
une re´solution quasi-optimale du proble`me discre´tise´. Le domaine analytique est
uniquement introduit dans la grille la plus fine. Les autres grilles sont directement
des grilles e´le´ments finis e´tendus.
Dans le Chapitre 3, nous appliquons la me´thode a` quelques cas tests. Dans un
premier temps, nous conside´rons des fissures planes a` front droit. La de´finition des
champs est alors simplifie´e, en particulier celle du gradient des de´placements. Ces
champs sont tre`s proches des champs auxiliaires utilise´s dans l’inte´grale d’inter-
action. La me´thode est ensuite applique´e a` des fissures planes a` fronts courbes.
Ces fronts courbes introduisent des difficulte´s supple´mentaires dans la de´finition
des champs asymptotiques. Cette application est particulie`rement inte´ressante car
il existe des re´fe´rences analytiques pour l’e´volution des facteurs d’intensite´ des
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contraintes le long du front. Enfin un exemple de couplage avec la me´thode multi-
grille est pre´sente´. Ces applications montrent que la me´thode de´veloppe´e permet une
bonne identification des e´volutions des coefficients asymptotiques le long du front.
Application de la de´marche RUPXCUBE comple`te en 2D
Enfin le dernier chapitre (Chapitre 4) de ce me´moire pre´sente plus en de´tails
la proce´dure comple`te d’identification d’une loi de propagation en paralle`le avec
des simulations. La mesure de champs par corre´lation d’image et la simulation en
paralle`le permet de de´tecter des erreurs expe´rimentales. De plus il permet de vali-
der la simulation avec un mode`le e´lastique line´aire. L’identification des coefficients
asymptotiques lors du post-traitement d’essais permet e´galement de ve´rifier qu’ils
sont comparables avec ceux obtenus par simulation. Enfin la simulation de la pro-
pagation offre une premie`re validation de la loi de propagation identifie´e.
La de´marche est applique´e a` un essai 2D. Les diffe´rentes comparaisons e´nonce´es
ci-dessus permettent de s’affranchir de biais expe´rimentaux. Les erreurs entre les
diffe´rents mode`les sont e´value´es, elles sont bien de l’ordre de l’incertitude de me-
sure. Une loi de propagation est ensuite identifie´e et permet de retrouver la vitesse
expe´rimentale par une simulation. Cette premie`re application montre le potentiel
de la strate´gie d’identification de´veloppe´e. Enfin, l’extension de cette approche en
3D et diffe´rents de´veloppements re´alise´s pour pouvoir l’utiliser dans un futur proche
sont pre´sente´s.
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Chapitre 1
La DEK-FEM en 2D
Les champs me´caniques dans un solide soumis a` des conditions aux limites bien
pose´es sont re´gis par des e´quations locales. Dans des configurations simples, il
est possible de re´soudre ces e´quations analytiquement. Lorsqu’une fissure struc-
turellement longue est pre´sente dans ce solide, une singularite´ apparaˆıt en pointe
de fissure. Par une approche asymptotique dans un voisinage de la pointe d’une
fissure droite, il est possible d’e´crire les champs me´caniques en pointe comme
des de´veloppements en se´ries dites asymptotiques. Cette approche permet de
calibrer la singularite´, mais en pratique, celle-ci est inte´gre´e dans une struc-
ture a` ge´ome´trie plus complexe. Pour connaˆıtre la re´ponse de l’ensemble, dont
celle de la singularite´, il faut alors recourir a` des me´thodes approche´es, souvent
nume´riques.
Une question supple´mentaire pour la simulation de la propagation est de savoir a`
quelle vitesse et dans quelle direction la fissure va propager. Pour des mate´riaux
fragiles ou des sollicitations pour lesquelles les non-line´arite´s en pointe de fis-
sures restent confine´es, la singularite´ est le parame`tre pilotant la propagation.
A` partir de l’intensite´ de cette singularite´, de nombreuses lois de propagation
permettent de pre´dire correctement la vitesse et la direction de propagation. La
difficulte´ est alors de calculer pre´cise´ment cette singularite´ dans les simulations.
La me´thode de simulation de´veloppe´e est une me´thode nume´rique (base´e sur les
e´le´ments finis e´tendus) qui traite le front de la fissure avec une troncature des
la se´ries asymptotiques (obtenues par une approche analytique). Cette approche
utilise une me´thode de´die´e a` chacune des e´chelles qui cohabitent : la structure
et la singularite´. Dans un premier temps, ce premier chapitre pre´sente l’ap-
proche analytique qui permet d’obtenir les se´ries asymptotiques, Section 1.1.2.
Les me´thodes nume´riques ne´cessaires a` la simulation d’un milieu fissure´ sont
pre´sente´es a` la Section 1.2, en particulier l’approche X-FEM qui est utilise´e par
la suite.
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Formulation du proble`me et approches analytiques
1.1 Formulation du proble`me et approches analy-
tiques
Cette Section introduit diffe´rentes formulation du proble`me mathe´matique as-
socie´ au mode`le physique d’e´quilibre en e´lasticite´ line´aire. Dans une premier temps,
la formulation forte du proble`me, avec les e´quations locales, est pre´sente´e a` la Sec-
tion 1.1.1. Cette formulation permet des approches analytiques dans des configu-
ration simples qui aboutissent a` l’expression du de´veloppement asymptotiques des
champs en pointe de fissure (voir Section 1.1.2). Lorsque la configuration est plus
complexe une approche nume´rique est ne´cessaire a` la re´solution du proble`me. Une
formulation faible qui permet une re´solution nume´rique est introduite a` la Sec-
tion 1.1.4.
1.1.1 Formulation forte
Le proble`me de re´fe´rence e´tudie´ dans le cadre de cette the`se consiste en un mi-
lieu tridimensionnel Ω continu homoge`ne constitue´ d’un mate´riau au comportement
e´lastique line´aire isotrope, pre´sentant une discontinuite´ : la fissure. Ce milieu est
sollicite´ par une densite´ de forces de volumes fd, une densite´ d’effort surfacique Fd
et des de´placements impose´s ud sur diffe´rentes parties de sa frontie`re. L’ouver-
ture en de´placements de cette discontinuite´ des champs me´caniques est e´tudie´e,
et les le`vres de la fissure L+ et L− sont conside´re´es libres d’effort. Lorsque les
chargements conside´re´s ame`nent les deux faces de la fissure a` se refermer l’une
sur l’autre [BOW 76], il faudra e´galement traiter le contact entre ces le`vres. Le
proble`me est alors non-line´aire, de plus la dimension de la zone de contact peut eˆtre
petite [DOL 01].
Il s’agit d’un proble`me aux limites puisque les champs me´caniques, ∀x ∈ Ω
sont de´termine´s a` partir des conditions aux limites qui s’appliquent sur le bord du
Fd / ∂2Ω
ud
Ω
∂1Ω
L-
L+
Figure 1.1 – Description du proble`me aux limites conside´re´.
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1. La DEK-FEM en 2D
domaine ∂Ω. Le proble`me est bien pose´, des de´placements ud sont impose´s sur une
partie du bord ∂1Ω de mesure non nulle, et sur le reste du bord ∂2Ω, de´fini tel
que ∂1Ω ∪ ∂2Ω = ∂Ω et ∂1Ω ∩ ∂2Ω = ∅, des efforts Fd sont impose´s. Le milieu, et
les conditions aux limites de´crites pre´ce´demment sont repre´sente´s Figure 1.1.
1.1.1.1 E´quations locales
Le tenseur des contraintes de Cauchy σ et le champ de de´placement u ve´rifient
localement (∀x ∈ Ω) les e´quations d’e´quilibre et les conditions aux limites
∇ · σ + fd = 0 ∀x ∈ Ω, (1.1)
σ · n = Fd ∀x ∈ ∂2Ω, (1.2)
σ · n = 0 ∀x ∈ L+ et ∀x ∈ L−, (1.3)
u = ud ∀x ∈ ∂1Ω, (1.4)
ou` n est la normale exte´rieure a` Ω au point de coordonne´es x. La relation de
comportement e´lastique line´aire, sous l’hypothe`se des petites perturbations, donne
la relation entre contraintes et de´formations
σ = C ∀x ∈ Ω. (1.5)
On se place dans l’hypothe`se des petites perturbations, les de´formations  = ∇su
sont de´finies comme la partie syme´trique du gradient des de´placements, et C est le
tenseur de Hooke.
Ces cinq e´quations locales constituent la formulation forte du proble`me, il est
possible de les re´soudre (i.e., de trouver σ et u ∀x ∈ Ω) de manie`re analytique pour
des ge´ome´tries et des conditions aux limites simples. Ce type de re´solution, illustre´
dans la Section 1.1.2, permet d’obtenir le comportement asymptotique en pointe
de fissure. Lorsque la ge´ome´trie ou les conditions aux limites sont trop complexes,
une solution approche´e du proble`me peut eˆtre obtenue par une me´thode nume´rique
comme celles pre´sente´es a` la Section 1.2. Les re´sultats des me´thodes analytiques
peuvent alors permettre de valider les me´thodes nume´riques.
1.1.1.2 Champs admissibles
Les e´quations (1.1) a` (1.4) contraignent la forme des champs de contraintes σ
et de de´placement u. Il est possible de prendre en compte ces e´quations dans la
re´solution du proble`me en re´duisant l’espace de recherche aux fonctions dites ad-
missibles qui ve´rifient ces e´quations. Notons U(ud) l’ensemble des de´placements
cine´matiquement admissibles avec les de´placements impose´s, c’est-a`-dire suffisam-
ment re´guliers et ve´rifiant l’e´quation (1.4)
U(ud) =
{
u | u re´gulier, discontinu uniquement sur L± et u = ud sur ∂1Ω
}
.
(1.6)
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Formulation du proble`me et approches analytiques
La continuite´ et la re´gularite´ traduisent l’hypothe`se physique que le mate´riau
se de´forme en restant continu. D’autre part, notons S(fd,Fd) l’ensemble des
de´placements statiquement admissibles avec les efforts impose´s et la condition
d’e´quilibre, c’est-a`-dire suffisamment re´gulier et ve´rifiant les e´quations (1.1) a` (1.3)
S(fd,Fd) =

σ | ∇ · σ + fd = 0 dans Ω,
σ · n = Fd sur ∂2Ω
et σ · n = 0 sur L+ et L−
 . (1.7)
On peut alors simplement reformuler le proble`me comme
Trouver (u,σ) ∈ U × S tels que σ(x) = C∇su(x). (1.8)
1.1.2 Cas particuliers 2D en milieu infini
Pour de nombreuses ge´ome´tries simples, des de´veloppements limite´s des champs
de contraintes et de de´placements ont e´te´ obtenus. En utilisant une me´thode de
variables complexes, Westergaard (1937) [WES 39] a exprime´ le champ singulier
(∝ r−1/2) de contraintes en pointe de fissure pour une fissure finie dans un milieu
infini et pour une fissure semi-infinie dans un milieu infini dans un e´tat plan des
de´formations. Muskhelishvili (1953) [MUS 53] a par la suite propose´ une me´thode
base´e sur l’expression de potentiels complexes. Elle permet de traiter un plus grand
nombre de situations et d’obtenir des de´veloppements en se´rie [WIL 57] de la sin-
gularite´, dans des situations bidimensionnelles (i.e., e´tat plan des contraintes ou des
de´formations) en milieu infini. La singularite´ e´tant tre`s localise´e en pointe de fissure,
l’hypothe`se de milieu infini n’est pas tre`s restrictive quant a` l’utilisation des champs
singuliers [SHA 73]. Elle peut ne´anmoins restreindre leur zone d’application a` un pe-
tit domaine autour du front pour que les conditions aux limites soient relativement
e´loigne´es, et la courbure de la fissure relativement faible.
La de´marche qui permet d’obtenir le de´veloppement en se´rie des champs
me´caniques en pointe de fissure pour une fissure infinie plane a` front droit dans un
milieu e´lastique line´aire infini est pre´sente´e brie`vement ci-dessous, elle est de´veloppe´e
dans [BUI 78, LEB 03].
1.1.2.1 Modes plans
La premie`re e´tude analytique conside´re´e est dans un e´tat plan, avec un front dont
la tangente est normale au plan conside´re´. Elle est pre´sente´e sous l’hypothe`se d’un
e´tat plan des de´formations, mais un e´tat plan des contraintes peut e´galement eˆtre
retenu. On de´finit des coordonne´es polaires dans un plan normal au front comme
repre´sente´ Figure 1.2. Sans force volumique, l’e´quation d’e´quilibre (1.1) permet
d’e´crire que les contraintes de´rivent d’une forme diffe´rentielle exacte. Il existe donc
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1. La DEK-FEM en 2D
r
ϴ
uϴ
ur
en
et
e1
e2β
Figure 1.2 – Parame´trage du proble`me dans le plan normal au front (modes plan et
anti-plan). (e1, e2) est la base globale du proble`me, (et, en) la base locale, et (er, eθ)
une base polaire autour du front.
un potentiel P (x1, x2) appele´ fonction d’Airy tel que
σ11 =
∂2P
∂(x1)
2 (x1, x2) ,
σ22 =
∂2P
∂(x2)
2 (x1, x2) ,
σ12 = − ∂2P∂x1∂x2 (x1, x2) .
(1.9)
La re´solution du proble`me d’e´lasticite´ conside´re´ consiste a` trouver les champs σ
et u correspondants. Il est possible de ne traiter que des contraintes, le champ σ doit
alors par l’interme´diaire de la relation de comportement (1.5), donner un gradient
de de´placements qui soit compatible avec un champ de de´placement. Les e´quations
associe´es a` cette condition sont dites e´quations de compatibilite´s et peuvent s’e´crire
en terme de contraintes sous la forme de l’e´quation de Beltrami
(1 + ν)∆σ +∇ (∇Trσ) = 0, (1.10)
ou` ν est le coefficient de Poisson. Pour ve´rifier cette e´quation, le potentiel P doit sim-
plement ve´rifier ∆∆P = 0. Des conditions aux limites d’effort nul sur les le`vres de la
fissure σ ·n = 0 sont conside´re´es. Re´soudre le proble`me d’e´lasticite´ en de´formations
planes avec une approche en contraintes revient a` de´terminer P (r, θ) ve´rifiant
∆∆P = 0,
∂2P
∂r2
(r,±pi) = σθθ(r,±pi) = 0,
− ∂
∂r
(
∂P
r∂θ
)
(r,±pi) = σrθ(r,±pi) = 0
(1.11)
La solution de ce proble`me est cherche´e sous la forme P (r, θ) = rα+2p(θ) au
voisinage de la pointe. Le calcul de p(θ) a` partir de ∆∆P = 0 est ainsi re´duit a` la
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Formulation du proble`me et approches analytiques
re´solution de l’e´quation diffe´rentielle line´aire a` coefficients constants d’ordre quatre
suivante
d4p(θ)
dθ4
+
[
α2 + (α + 2)2
] d2p(θ)
dθ2
+ α2(α + 2)2p(θ) = 0. (1.12)
Cette e´quation a une solution du type p(θ) = Aeikθ, et la re´solution de son
polynoˆme caracte´ristique nous donne k = ±α ou k = ±(α + 2). Le proble`me de
l’e´quation (1.11) devient donc
p(θ) = A sin(αθ) +B cos(αθ) + C sin[(α + 2)θ] +D cos[(α + 2)θ],
∂2P
∂r2
(r,±pi) = (α + 1)(α + 2)rαp(±pi) = 0,
− ∂
∂r
(
∂P
r∂θ
)
= (α + 1)rα dp
dθ
(±pi) = 0,
(1.13)
ou` A, B, C et D sont des constantes re´elles. Pour que l’e´quation (1.13) admette une
solution non nulle, α doit eˆtre entier ou demi entier.
Lorsque α est entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n pair, p(θ) de la forme suivante
est solution du syste`me (1.13)
p(θ) = B cos(αθ) +D cos[(α + 2)θ]. (1.14)
Cette solution est continue sur les le`vres de la fissure. D’autre part, lorsque α est
demi entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n impair, p(θ) est de la forme
p(θ) = A sin(αθ) + C sin[(α + 2)θ]. (1.15)
Cette solution est discontinue sur les le`vres de la fissure. Quand α = −1, les
conditions aux limites de l’e´quation (1.13) sont valide´es sans condition, les quatre
constantes A, B, C et D sont libres. De meˆme, lorsque α = −2, une seule condi-
tion lie les quatre constantes. Les deux e´quations pre´ce´dentes pre´sentant en ge´ne´ral
deux constantes inde´pendantes, il existe donc en ge´ne´ral, deux se´ries de solutions en
contraintes e´voluant en rn/2 ou` n est appele´ l’ordre.
A` partir de la fonction p(θ) et donc du potentiel P (r, θ) il est possible de remonter
jusqu’au champ de contraintes qui pour l’ordre n s’e´crit
σn(r, θ) =
 (σn)tt(σn)nn
(σn)tn

︸ ︷︷ ︸
Voigt dans (en,et)
= Anrn/2−1fnI (θ) +B
nrn/2−1fnII(θ), (1.16)
ou` les fonctions fni (θ), i = I ou II s’e´crivent en notation de Voigt dans la base
associe´e a` la pointe de fissure (en, et)
fnI (θ) =
n
2
(2 + n2 + (−1)n) cos [(n2 − 1) θ]− (n2 − 1) cos[(n2 − 3)θ](2− n
2
− (−1)n) cos [(n
2
− 1) θ]+ (n
2
− 1) cos[(n
2
− 3)θ](
n
2
− 1) sin [(n
2
− 3) θ]− (n
2
+ (−1)n) sin [(n
2
− 1) θ]
 ,
fnII(θ) =
n
2
− (2 + n2 − (−1)n) sin [(n2 − 1) θ]+ (n2 − 1) sin[(n2 − 3)θ]− (2− n
2
+ (−1)n) sin [(n
2
− 1) θ]− (n
2
− 1) sin[(n
2
− 3)θ](
n
2
− 1) cos [(n
2
− 3) θ]− (n
2
− (−1)n) cos [(n
2
− 1) θ]
 .
(1.17)
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1. La DEK-FEM en 2D
Les deux fonctions fnI et f
n
II sont associe´es a` des constantes A
n et Bn
inde´pendantes. On peut donc de´composer le champ de contraintes sur ces deux fonc-
tions se´pare´ment et a` partir de chacun de ses termes remonter jusqu’au de´placement.
Les de´veloppements en se´rie, dite de Williams, des contraintes et des de´placements
prennent donc la forme suivante
σ(r, θ) =
∑
i=I, II
∞∑
n=−∞
bni r
n/2−1fni (θ) et u(r, θ) =
∑
i=I, II
∞∑
n=−∞
bni r
n/2gni (θ), (1.18)
gnI (θ) =
1
2µ
[
(κ+ n
2
+ (−1)n) cos[n
2
θ]− n
2
cos[(n
2
− 2)θ]
(κ− n
2
− (−1)n) sin[n
2
θ] + n
2
sin[(n
2
− 2)θ]
]
(et,en)
,
gnII(θ) =
1
2µ
[−(κ+ n
2
− (−1)n) sin[n
2
θ] + n
2
sin[(n
2
− 2)θ]
(κ− n
2
+ (−1)n) cos[n
2
θ] + n
2
cos[(n
2
− 2)θ]
]
(et,en)
,
(1.19)
ou` κ est la constante de Kolosov, exprime´e en fonction du coefficient de Poisson ν.
Elle prend la valeur κ = 3 − 4ν en de´formations planes. µ est le module de ci-
saillement transversal. On peut montrer par un raisonnement similaire que dans un
e´tat plan des contraintes κ = (3 − ν)/(1 + ν). Muskhelishvili dans [MUS 53] a ob-
tenu ce de´veloppement en se´rie avec des potentiels complexes et e´crit ce champ de
de´placements dans le plan complexe
unI = ut + i · un = bnI r
n
2
(
κe
i·n·θ
2 − n
2
· e i·(4−n)·θ2 +
[n
2
+ (−1)n
]
e−
i·n·θ
2
)
, (1.20)
unII = ut + i · un = bnII i · r
n
2
(
κe
i·n·θ
2 +
n
2
· e i·(4−n)·θ2 −
[n
2
− (−1)n
]
e−
i·n·θ
2
)
. (1.21)
En pratique, cette expression est particulie`rement inte´ressante pour calculer le gra-
dient du de´placement. Elle est bien entendu e´quivalente aux e´quations (1.18) et
(1.19) en de´placement.
1.1.2.2 Mode antiplan
La deuxie`me e´tude analytique pour obtenir un de´veloppement en se´rie
comple´mentaire concerne un e´tat d’e´lasticite´ antiplan (i.e., u = u(r, θ).e3). Pour ce
cas, l’e´tude est mene´e sur les quantite´s primales et il existe une seule composante
par ordre. Les contraintes sont calcule´es par la suite a` partir des de´placements et la
validation des e´quations de compatibilite´ des contraintes n’est plus une difficulte´.
Le cas conside´re´ est toujours une fissure plane infinie a` front droit de normale e3
dans un milieu infini. A` partir de la forme suppose´e du champ de de´placements on
peut de´terminer le champ de de´formations puis le champ de contraintes
σ(x) = µ
 0 0 ∂u3∂t0 0 ∂u3
∂n
∂u3
∂t
∂u3
∂n
0

(et,en,e3)
. (1.22)
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L’e´quation d’e´quilibre (1.1) : ∇ ·σ(x) = 0 ∀x ∈ Ω impose au de´placement ∆u3 =
0. Cette relation et la forme antiplane et re´gulie`re de u, impliquent qu’il existe une
fonction holomorphe f(z) (avec z = t+ in = reiθ) telle que{
µu3 = Re f(z),
σ3t − iσ3n = df(z)dz .
(1.23)
Nous cherchons des contraintes qui auraient la meˆme forme que celles du mode
plan, e´quation (1.16). Cherchons donc une solution f(z) proportionnelle a` (A +
iB)zα+1, ou` A et B sont de nouvelles constantes re´elles. L’application des conditions
aux limites nous donne
df(z)
dz
= (α + 1)(A+ iB)zα,
σ3n(r, θ = ±pi) = −(α + 1) [A sin(αθ) +B cos(αθ)] rα = 0,
σ3t(r, θ = ±pi) = (α + 1) [A cos(αθ)−B sin(αθ)] rα = 0.
(1.24)
Pour ve´rifier ces conditions aux limites, α doit eˆtre entier ou demi entier. Lorsque
α est entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n pair, B = 0 et donc f(z) = Azn/2, il
s’agit d’une solution continue au passage de la fissure. D’autre part, lorsque α est
demi entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n impair, A = 0 et donc f(z) = iBzn/2, le
champ de de´placements est discontinu au passage de la fissure. Dans le cas anti-plan
e´galement, il existe donc une se´rie de solutions dont les contraintes e´voluent en rn/2.
On peut synthe´tiser ces re´sultats sur les de´placements et les contraintes pour
l’ordre n
u3 = b
n
III
2
µ
r
n
2 Re
(
(−i)ne inθ2
)
= bnIII
2
µ
r
n
2 cos
[
n
2
(θ − pi)] ,
σ3n = −n rn/2−1 sin
(
n
2
(θ − pi)− θ) ,
σ3t = n r
n/2−1 cos
(
n
2
(θ − pi)− θ) . (1.25)
A` partir de ces re´sultats, il est possible d’e´crire cette se´rie de solutions (appele´e
mode III) avec le meˆme formalisme que les se´ries du mode plan e´quation (1.18)
σ(r, θ) =
∞∑
n=−∞
bnIIIr
n/2−1fnIII(θ) et u(r, θ) =
∞∑
n=−∞
bnIIIr
n/2gnIII(θ). (1.26)
Avec fnIII(θ) =
[
(fnIII)3n
(fnIII)3t
]
=
[−n sin (n
2
(θ − pi)− θ)
n cos
(
n
2
(θ − pi)− θ)
]
gnIII(θ) =
2
µ
cos
[n
2
(θ − pi)
]
e3.
1.1.3 Interpre´tation physique des trois modes
L’hypothe`se d’e´lasticite´ line´aire est malmene´e par ces de´veloppements en se´rie.
En effet, les de´formations (ainsi que les contraintes) tendent vers l’infini quand on se
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1. La DEK-FEM en 2D
rapproche de la pointe de fissure (r → 0) pour n 6 1 et n 6= 0, et les de´placements
e´galement pour n < 0. D’autre part, l’e´nergie e´lastique associe´e aux ordres n 6 −1
est infinie car en r → 0, ∫ r2α+1dr diverge. Dans des simulations e´lastiques line´aires,
ces termes sont ge´ne´ralement e´carte´s.
La re´solution analytique des proble`mes plan et anti-plan engendre trois se´ries
de solution note´es I, II et III. Les premiers ordres des fonctions gni de ces trois
se´ries sont repre´sente´s dans la Table 1.1. Ces trois se´ries correspondent a` autant de
modes de sollicitation. Le mode I est un mode syme´trique par rapport au plan de la
fissure, les de´placements restent dans le plan de la fissure, il est dit d’ouverture. Le
mode II est un mode de cisaillement dit plan dans le plan (et, en), les de´placements
restent dans le plan de la fissure, ux est antisyme´trique et uy est syme´trique. Enfin
le mode III est un mode de cisaillement dit antiplan.
Au voisinage du front, sous la condition d’e´nergie finie en e´lasticite´ line´aire (i.e.,
n ≥ 0), la plupart des termes φni tendent vers ze´ro. Seuls les termes n ∈ {0, 1, 2}
subsistent et fournissent une bonne approximation des champs me´caniques dans des
configurations 2D
ut(r, θ) = b
0
I
κ+1
2µ
+ KI
µ
√
r
2pi
cos θ
2
(
κ−1
2
+ sin2 θ
2
)
+ KII
µ
√
r
2pi
sin θ
2
(
κ+1
2
+ cos2 θ
2
)
+ T
8µ
(κ+ 1)r cos θ − b2II κ+12µ r sin θ +O
(
r
3
2
)
,
un(r, θ) = b
0
II
κ+1
2µ
+ KI
µ
√
r
2pi
sin θ
2
(
κ+1
2
− cos2 θ
2
)− KII
µ
√
r
2pi
cos θ
2
(
κ−1
2
− sin2 θ
2
)
− T
8µ
(3− κ)r sin θ + b2II κ+12µ r cos θ +O
(
r
3
2
)
,
u3(r, θ) = b
0
III
2
µ
+ 2KIII
µ
√
r
2pi
sin θ
2
− b2III 2rµ cos θ +O
(
r
3
2
)
,
σnn(r, θ) =
KI√
2pir
cos θ
2
(
1− sin θ
2
sin 3θ
2
)− KII√
2pir
sin θ
2
(
2 + cos θ
2
cos 3θ
2
)
+ T +O
(
r
1
2
)
,
σtt(r, θ) =
KI√
2pir
cos θ
2
(
1 + sin θ
2
sin 3θ
2
)
+ KII√
2pir
sin θ
2
cos θ
2
cos 3θ
2
+O
(
r
1
2
)
,
σtn(r, θ) =
KI√
2pir
cos θ
2
sin θ
2
cos 3θ
2
+ KII√
2pir
cos θ
2
(
1− sin θ
2
sin 3θ
2
)
+O
(
r
1
2
)
,
σ3n(r, θ) =
KIII√
2pir
cos θ
2
+O
(
r
1
2
)
.
σ3t(r, θ) =
KIII√
2pir
sin θ
2
+O
(
r
1
2
)
.
σ33(r, θ) = 0.
(1.27)
Les fonctions d’ordre n = 0 sont des translations de solide rigide, dans la direc-
tion et pour le mode I, en pour le mode II et e3 pour le mode III. Les termes
d’ordre n = 1 sont les seuls termes singuliers (en contraintes) a` e´nergie finie en
e´lasticite´ line´aire. Ces termes sont dit singuliers puisque le champ de contraintes
associe´ tend vers l’infini en r → 0. Cette singularite´ est d’ordre un demi et le coeffi-
cient de cette singularite´ est appele´ facteur d’intensite´ des contraintes (FIC, note´s Ki
avec i = I, II, et III). Avec les notations retenues, les FIC sont proportionnels
aux coefficients des se´ries de Williams
b1I =
KI√
2pi
, b1II =
KII√
2pi
et b1III =
KIII√
2pi
. (1.28)
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Ordre 1 2 3
M
o
d
e
I
ux
uy
M
o
d
e
I
I
ux
uy
M
o
d
e
I
I
I
uz
Table 1.1 – De´placements et de´forme´es d’un carre´ du plan (et, en) centre´ sur la
fissure pour les fonctions des premiers ordres de la se´rie de Williams (i.e., fonctions gni
des e´quations (1.18) et (1.26) pour n = 1, 2, et 3 et i = I, II, et III)
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1. La DEK-FEM en 2D
Ces termes refle`tent et quantifient l’intensite´ de la singularite´. Ils sont utilise´s dans
de nombreux crite`res de propagation aussi bien pour de´terminer la vitesse que
la direction de propagation de la fissure (confe`re Partie 1.2.3). Le terme mode I
d’ordre n = 2 correspond a` une contrainte tangentielle (σtt) uniforme. Il est ap-
pele´ T -stress (note´ T avec T = 4b2I) et est associe´ a` l’e´tat de triaxialite´ en pointe
de fissure [LAR 73, RIC 74]. Ce coefficient a e´galement e´te´ identifie´ comme jouant
un roˆle majeur dans la pre´diction de la propagation de fissure [BET 91]. Les autres
termes d’ordre n = 2 sont des rotations de solide rigide, autour de e3 pour le mode II
et de en pour le mode III.
Les ordres pairs (i.e., n pairs) sont continus au passage de la fissure. Tandis
que pour les ordres impairs (i.e., n impairs), le saut de de´placements des le`vres est
proportionnel a` rn/2, dans la direction en pour le mode I, et pour le mode II et e3
pour le mode III. Les termes d’ordre n < 0 sont dits super-singuliers puisque meˆme
les de´placements sont singuliers (i.e., u −→
r→0
∞). Les termes d’ordre supe´rieurs (i.e.,
n > 1) ne pre´sentent pas de singularite´ et sont appele´s sub-singuliers
u(r, θ)=
∑
i=I,II,III
[ −1∑
n=−∞
bni g
n
i (θ) r
n
2︸ ︷︷ ︸
termes “super−singuliers”
+ b0ig
0
i︸︷︷︸
translations
+ b1ig
1
i (θ)
√
r︸ ︷︷ ︸
terme singulier
+
n=∞∑
n=2
bni g
n
i (θ) r
n
2︸ ︷︷ ︸
termes “sub−singuliers”
]
.
(1.29)
De part leur puissance en rn/2, les termes super-singuliers auront une influence si-
gnificative au voisinage du front et les termes sub-singuliers dans des zones plus
e´loigne´es, ils pourront notamment accommoder des effets de bords dus aux condi-
tions aux limites.
Les termes super-singuliers ne peuvent eˆtre utilise´s directement dans une simula-
tion e´lastique line´aire, aussi ils sont ge´ne´ralement exclus de ce genre de simulations.
Cependant, pour des comportements plus e´labore´s ou en excluant une process zone
autour de la pointe de fissure, leur utilisation dans la description des champs asymp-
totiques est significative [HUI 95, ROU 09].
1.1.4 Formulation faible
La re´solution du syste`me d’e´quations locales (1.1) a` (1.5) sur l’inte´gralite´ du
domaine Ω par une approche analytique n’est possible que pour des ge´ome´tries et
conditions aux limites simples. Pour les ge´ome´tries, les formes de fissures et les
conditions aux limites complexes que l’on retrouve dans notre environnement et
qui inte´ressent les industriels, des approximations nume´riques sont construites, cer-
taines sont base´es sur les e´quations locales. La FEM, la me´thode nume´rique la plus
re´pandue est base´e sur une formulation faible pre´sente´e dans cette Section.
Il est possible d’affaiblir ces e´quations, pour ne les ve´rifier qu’en un sens inte´gral
sur le domaine. Il s’agit de formulations dites faibles du proble`me d’e´lasticite´. On
peut ainsi montrer l’e´quivalence entre les formulations faibles et fortes pour de
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grandes classes de proble`mes avec par exemple comme point de de´part le principe des
puissances virtuelles (voir Partie suivante 1.1.4.1). Ainsi, de nombreuses me´thodes
d’approximation se basent sur ces formulations, comme la me´thode des e´le´ments
finis (Section 1.2.1.3) ou des e´le´ments de frontie`res. La me´thode des e´le´ments de
frontie`re [BON 99] est base´e sur une repre´sentation inte´grale des de´placements
a` partir de solutions particulie`res. La me´thodes des e´le´ments finis (Finite Ele-
ment Method note´e FEM) et ses extensions utilisent une formulation variation-
nelle [HUG 00, BON 07], les quantite´s inte´grales sur le domaine prennent alors un
sens e´nerge´tique. C’est la me´thode la plus utilise´e dans le milieu industriel. Elle est
a` la base de l’approche de´veloppe´e, aussi la formulation faible du proble`me conside´re´
est pre´sente´e.
1.1.4.1 Principe des puissances virtuelles
A` partir de l’e´quation d’e´quilibre (1.1), il est possible de construire la formulation
faible comme suit. L’e´quation (1.1) est multiplie´e par un champ continu et re´gulier
arbitraire v dit de de´placements virtuels puis inte´gre´e sur tout le domaine Ω∫
Ω
∇ · σ · vdV +
∫
Ω
fd · vdV = 0 ∀v ∈ U , (1.30)
ou` U = {u | u re´gulier et discontinu uniquement sur L±}. Cette e´quation est tre`s
ge´ne´rale puisque aucune hypothe`se n’est faite sur le comportement du mate´riau. A`
partir de cette e´quation, le the´ore`me de flux-divergence et la syme´trie de σ per-
mettent d’obtenir∫
Ω
σ :∇sv dV =
∫
Ω
fd · v dV +
∫
∂Ω
σ · n · v dS ∀v ∈ U . (1.31)
Ce re´sultat correspond au principe des puissances virtuelles applique´ a` l’e´quilibre.
Cette approche a e´te´ de´veloppe´e et popularise´e par Germain [GER 73]. On peut y
ajouter la relation de comportement (1.5) et se´parer les contributions de surface∫
Ω
∇su : C :∇sv dV =
∫
Ω
fd·v dV+
∫
∂2Ω
Fd·v dS+
∫
∂1Ω
σ·n·v dS+
∫
L±
σ·n·v dS ∀v ∈ U .
(1.32)
On a souvent des efforts nuls sur les le`vres σ · n |L±= 0. En choisissant un champ
de de´placements virtuels v ∈ U(0) cine´matiquement admissible a` 0 (i.e., pour des
de´placements impose´s nuls)
U(0) = {u | u re´gulier, discontinu uniquement sur L± et u = 0 sur ∂1Ω} , (1.33)
les efforts de re´action aux de´placements impose´s sont e´vacue´s des inconnues du
proble`me. La formulation faible du proble`me d’e´quilibre en e´lasticite´ line´aire sous
l’hypothe`se de petites perturbations s’e´crit donc trouver u ∈ U(ud) tel que∫
Ω
∇su : C :∇sv dV =
∫
Ω
fd · v dV +
∫
∂2Ω
Fd · v dS ∀v ∈ U(0). (1.34)
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1. La DEK-FEM en 2D
Le proble`me dit primal est formule´ en de´placements uniquement, ce qui simplifie
sa re´solution. Le champ de contraintes est obtenu simplement en appliquant la re-
lation de comportement. Il est aussi possible d’e´crire le proble`me en contraintes.
C’est le principe de base des me´thodes dites duales mais l’obtention d’un champ
de contraintes admissibles Σ ∈ S(fd,Fd) est plus complexe qu’un champ de
de´placements admissible puisque les contraintes doivent ve´rifier l’e´quilibre et eˆtre
compatibles avec un de´placement [LAD 83].
Cette formulation est utile car elle est e´quivalente a` la formulation
forte [BEL 99b]. C’est-a`-dire que pour des conditions aux limites bien pose´es, elle
admet une unique solution qui est la meˆme que celle de la formulation forte. La
construction de la formulation faible est pre´sente´e dans un cadre restreint (i.e.,
l’e´lasticite´ line´aire en petites perturbations). Elle peut ne´anmoins eˆtre e´tendue a` de
nombreux comportements et a` des simulations dynamiques.
Cette approche inte´grale re´duit les conditions de re´gularite´ sur l’espace des so-
lutions u et des de´placements virtuels v. Ces champs de de´placements et leurs
gradients doivent eˆtre de carre´ inte´grable. Cette condition assure que l’e´nergie de
de´formation reste finie et que le champ de de´placements soit dans un espace de Sobo-
lev d’ordre 1 sur Ω, H1(Ω), condition ne´cessaire pour assurer l’existence et l’unicite´
de la solution.
1.1.4.2 Me´thode de Galerkin pour une re´solution approche´e
Pour des proble`mes complexes, trouver une solution exacte dans U(ud) est diffi-
cile. A` partir de la formulation faible pre´sente´e pre´ce´demment, la me´thode de Galer-
kin introduite dans cette Section permet d’obtenir la meilleure solution du proble`me
dans un espace d’approximation re´duit. Cette me´thode est a` la base de nombreuses
me´thodes e´le´ments finis et de la simulation base´e sur les champs asymptotiques
de´veloppe´e dans le cadre de cette the`se. On cherche donc une approximation de
la solution du proble`me. On re´duit le sous espace de recherche de la solution uh
(l’exposant h indique que c’est une solution approche´e) a` une solution particulie`re
admissible up et une combinaison line´aire d’un nombre fini N de fonctions libres.
Ces fonctions ϕk sont cine´matiquement admissibles pour des de´placements impose´s
nuls
uh(x) = up(x) +
N∑
k=1
uk ϕk(x) avec (up,ϕk) ∈ U(ud)× U(0). (1.35)
L’espace engendre´ par ces fonctions est cine´matiquement admissible (i.e., inclus
dans U(ud)). Les champs virtuels vh prennent la meˆme forme sans la solution par-
ticulie`re
vh(x) =
N∑
k=1
vk ϕk(x) ∀vk ∈ RN avec ϕk ∈ U(0). (1.36)
La re´solution du proble`me (1.34) revient a` calculer les N coefficients uk. En rem-
plac¸ant u et v par les expressions (1.35) et (1.36) dans la formulation variationnelle
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Formulation du proble`me et approches analytiques
en de´placement (1.34), le proble`me revient a` trouver les uk ∈ RN tels que
N∑
k=1
uk
∫
Ω
∇sϕk : C :∇sϕj dV =
∫
Ω
fd ·ϕj dV +
∫
∂2Ω
Fd ·ϕj dS ∀j ∈ J1;NK.
(1.37)
Cette re´solution consiste a` re´soudre un syste`me de N e´quations a` N inconnues. Il
est possible de mettre cette e´quation sous une forme matricielle
KU = F , (1.38)
avec U le vecteur des N inconnues tel que Uk = uk ∀k ∈ J1;NK souvent appele´s
de´placements ge´ne´ralise´s.K est une matrice carre´e de dimension N , appele´e matrice
de rigidite´
Kkj =
∫
Ω
∇sϕk : C :∇sϕj dV ∀(j, k) ∈ J1;NK2. (1.39)
F est un vecteur de dimension N appele´ vecteur de forces ge´ne´ralise´es
Fj =
∫
Ω
fd ·ϕj dV +
∫
∂2Ω
Fd ·ϕj dS ∀j ∈ J1;NK. (1.40)
Les conditions de syme´trie de la loi de comportement e´lastique line´aire et les
conditions aux limites bien pose´es avec ∂1Ω de mesure non nulle font que la ma-
trice K est syme´trique de´finie positive et donc inversible.
La solution uh obtenue par la re´solution du syste`me (1.38) minimise l’e´nergie po-
tentielle sur l’espace re´duit. C’est la meilleure approximation de la solution exacte u
au sens de la norme en e´nergie
||u− uh||E = 1
2
∫
Ω
∇s(u− uh) : C :∇s(u− uh) dV. (1.41)
De plus l’e´nergie de de´formation de la solution approche´e est sous estime´e.
A` partir de ces re´sultats il est possible de construire des me´thodes nume´riques
d’approximation. Un des points clefs est de construire les fonctions ϕk. Ces fonc-
tions doivent permettre de repre´senter les solutions du proble`me conside´re´. Le choix
d’utiliser des fonctions a` support localise´, effectue´ dans les me´thodes sans maillage
et la FEM, aura deux avantages nume´riques importants. Le premier est que les
inte´grations pour obtenir la matrice de rigidite´ et les efforts ge´ne´ralise´s portent sur
de petites re´gions. Le second est que de nombreux coefficients de la matrice de ri-
gidite´ K sont nuls, diminuant la me´moire ne´cessaire a` son stockage et acce´le´rant la
re´solution de (1.38).
1.1.4.3 Extension a` la propagation
Il est possible d’e´tendre ces formulations a` la propagation. La prise en compte de
la propagation de la fissure fait ne´cessairement intervenir un aspect temporel. Pour
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1. La DEK-FEM en 2D
des situations quasi-statiques ou en fatigue, la formulation pre´ce´dente est utilise´e
pour chaque position du front a(t) (dans un intervalle de temps t ∈ [0, T ]). Il faut y
ajouter une loi de propagation de la fissure
a˙(t) = a˙(a(t),u(x, t), ∀t ∈ [0, T ]. (1.42)
A` chaque pas ti+1 = ti + δt de chargement et/ou de propagation, on calcule les
champs me´caniques puis l’incre´ment de fissure. La ge´ome´trie est alors modifie´e.
Pour de nombreuses situations, le chargement est tel que les inerties et les ondes
se propageant a` l’inte´rieur du syste`me doivent eˆtre prises en compte. Des effets
d’inerties s’ajoutent a` l’e´quation d’e´quilibre (1.1)
∇ · σ + fd = ρ∂
2u
∂t2
∀(x, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.43)
ou` ρ est la masse volumique. Ce terme se traduit par une e´nergie volumique
qui s’ajoute a` l’e´nergie de de´formation e´lastique dans le terme de gauche de
l’e´quation (1.31) du principe des puissances virtuelles∫
Ω
ρ
∂2u
∂t2
·v dV +
∫
Ω
σ :∇sv dV =
∫
Ω
fd ·v dV +
∫
∂Ω
σ ·n·v dS ∀(v, t) ∈ U×[0, T ].
(1.44)
Pour obtenir la de´rive´e temporelle du champ de de´placement ∂
2u
∂t2
, une me´thode
d’inte´gration temporelle est ge´ne´ralement utilise´e. Elle peut eˆtre explicite (base´e
sur les pas de temps pre´ce´dents) et donc facile a` calculer mais instable ou implicite
(base´e sur les pas de temps environnants) et donc plus pre´cise et stable mais le calcul
pour un grand intervalle de temps peut eˆtre plus de´licat.
A` partir de ces e´quations, des formulations espace-temps peuvent eˆtre mises
en place, par exemple pour la me´thode des e´le´ments finis par Hughes et
Hulbert [HUG 88] puis pour les e´le´ments finis e´tendus par Chessa et Belyt-
schko [CHE 04], et les techniques multigrilles avec raffinement espace temps automa-
tique par Cavin [CAV 06]. Des auteurs [BOU 08, MIK 08, REC 12] ont e´galement
propose´ des formulations variationnelles inte´grant l’e´quation de propagation (1.42).
Une e´nergie surfacique est ajoute´e, ainsi que la longueur de la fissure comme variable
interne pour assurer la non-re´versibilite´ de la propagation.
1.2 Me´thodes nume´riques pour la simulation de
fissures et lois de propagation
De plus, lors de la propagation d’une fissure, la ge´ome´trie du solide conside´re´
e´volue au cours du temps. En effet, la longueur de la discontinuite´ L± augmente et
la position du front est mobile. Il s’agit de prendre en compte la discontinuite´ et
la fissure dans la simulation nume´rique ainsi que le calcul de la longueur et de la
direction de propagation.
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Me´thodes nume´riques pour la simulation de fissures et lois de propagation
Les phe´nome`nes conside´re´s dans le cadre de cette the`se sont la simulation
nume´rique 3D de la propagation de fissure de fatigue a` grand nombre de cycles
et la rupture fragile quasi-statique. La quantite´ d’inte´reˆt est donc la propagation
d’une fissure existante ou` la dissipation est concentre´e en pointe de fissure. Lorsque,
au contraire, les phe´nome`nes non-line´aires sont dominants et que la dissipation est
diffuse, la prise en compte de l’endommagement devient ne´cessaire. La me´thode la
plus ancienne et simple consiste a` inse´rer des e´le´ments cohe´sifs [ORT 99, ZHO 04,
CAZ 10a] entre les e´le´ments FEM. La difficulte´ re´side dans l’identification de la loi de
comportement cohe´sive et l’impact de ces e´le´ments sur la rigidite´ globale. La fissura-
tion et la fragmentation sont naturelles mais ont lieu uniquement a` l’interface entre
les nœuds FEM. Les me´thodes d’endommagement non-locales [BAZˇ 02, SIM 10]
permettent de simuler continuˆment l’apparition de discontinuite´s en diminuant la
raideur locale. La difficulte´ re´side dans le choix de la longueur caracte´ristique et
la transition entre l’endommagement et la rupture qui sont difficiles a` relier a` des
phe´nome`nes physiques. Il est alors possible de travailler avec deux parame`tres d’en-
dommagement, un diffus et un localise´. Ce dernier permet de traiter plus directement
l’apparition de la fissure, se traduisant e´ventuellement par l’introduction d’e´le´ments
cohe´sifs thermodynamiquement e´quivalents [CAZ 10b].
1.2.1 Introduction de la fissure et sa singularite´
D’une manie`re ge´ne´rale, la premie`re e´tape de la simulation en me´canique des
structures est de de´terminer l’espace de recherche en de´placements et en contraintes
du proble`me me´canique conside´re´. La discontinuite´ et la singularite´ introduites
par la fissure doivent eˆtre prises en compte. Dans l’industrie, pour la simulation
nume´rique de structures, la me´thode des e´le´ments finis et ses variantes sont les plus
re´pandues. Elle se base sur la formulation faible et la me´thode de Galerkin pre´sente´e
pre´ce´demment. Sa robustesse et son adaptabilite´ aux ge´ome´tries complexes et a` de
nombreux mode`les de mate´riaux sont a` la base de son succe`s. Cette me´thode et cer-
taines de ces e´volutions seront pre´sente´es dans cette partie, en particulier la me´thode
dite des e´le´ments finis e´tendus (X-FEM).
Des me´thodes alternatives sont e´galement brie`vement introduites. La me´thode
des e´le´ments de frontie`re permet d’approcher la solution du proble`me en tout point
du domaine Ω a` partir d’un nombre limite´ de degre´s de liberte´ sur le bord du
domaine, y compris les le`vres de la fissure. En e´lasticite´ line´aire, elle donne des
re´sultats inte´ressants et pre´cis pour des ge´ome´tries relativement simples. L’autre
approche introduite est l’approche sans maillage. Les me´thodes sans maillage,
comme la me´thode SPH pour Smoothed Particle Hydrodynamics, sont adapte´es aux
grandes de´formations sous des sollicitations extreˆmes. Enfin, on citera la me´thode
des diffe´rences finies notamment pre´sente´e dans [STR 04], tre`s efficace d’un point
de vu temps de calcul. C’est la me´thode qui est utilise´e pour les level sets pre´sente´es
a` la Section 1.2.2.4. Elle se base sur la re´solution approche´e des e´quations fortes,
les de´rive´es en espace sont approche´es sur une grille structure´e. C’est e´galement
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1. La DEK-FEM en 2D
cette ne´cessite´ d’utiliser une grille structure´e qui fait sa faiblesse quand la structure
conside´re´e est a` ge´ome´trie complexe. Cette me´thode a e´te´ ge´ne´ralise´e en conside´rant
une moyenne sur les e´le´ments et le flux des grandeurs me´caniques sur la frontie`re de
ces e´le´ments. Cette ge´ne´ralisation est appele´e me´thode des volumes finis [VER 07],
elle est utilise´e notamment en me´canique des fluides.
1.2.1.1 Me´thode des e´le´ments de frontie`re
La me´thode des e´quations inte´grales [BON 99] (Boundary Element Method :
BEM) consiste a` utiliser la solution d’un proble`me avec une force ponctuelle en
milieu infini (solution de Green) comme champ virtuel dans une formulation adapte´e
a` l’hypothe`se de milieu infini. Le champ de de´placements en tout point inte´rieur au
domaine est alors exprime´ comme fonction de la solution analytique en milieu infini
et d’une inte´grale sur le bord du domaine. Les valeurs sur ce bord sont obtenues
par passage a` la limite de cette expression. La solution est approche´e a` partir des
bords du domaine seulement, ce qui est plus e´conomique en nombre de degre´s de
liberte´ car la discre´tisation est bidimensionnelle en 3D. Cette me´thode permet de
re´soudre de nombreuses e´quations aux de´rive´es partielles, en me´canique des fluides,
acoustique ou e´lectromagne´tisme.
La BEM a e´te´ applique´e a` des proble`mes de me´canique et en particulier au cas
de la fissuration [MI 94, BON 99, CAR 00, KOL 05, WAN 06]. La me´thode est tre`s
pre´cise pour calculer les facteurs d’intensite´ des contraintes e´lastiques qui peuvent
eˆtre directement obtenus a` partir du de´placement. Elle est particulie`rement efficace
si le rapport surface (dont les le`vres des fissures) sur volume est grand puisqu’elle
met alors en jeu un nombre d’inconnues faible. La gestion des interfaces mobiles
consiste donc a` augmenter incre´mentalement la surface discre´tise´e.
Cependant cette approche ge´ne`re des syste`mes line´aires pleins puisque les
de´placements en un point de´pendent de l’inte´grale sur toute la frontie`re. Des al-
gorithmes efficaces [CHE 99] ont e´te´s construits pour acce´le´rer la re´solution. Le
point faible de cette me´thode est que son extension aux phe´nome`nes non-line´aires
est difficile. En effet, les solutions particulie`res utilise´es sont obtenues pour des com-
portements simples. Si les phe´nome`nes non-line´aires sont locaux, ils peuvent eˆtre
maille´s en 3D et la me´thode offre encore des perspectives inte´ressantes.
1.2.1.2 Me´thodes sans maillage
Les me´thodes dites sans maillage sont particulie`rement adapte´es a` la simula-
tion de la ruine de structures en grandes de´formations [BEL 96, NGU 08]. En effet,
l’approche ne repose pas sur un maillage qui doit rester relativement re´gulier mais
simplement sur des nœuds avec une zone d’influence de forme simple. Ces nœuds
peuvent se de´former plus librement, et la fragmentation est alors assez naturelle.
Des fonctions d’interpolations sont construites pour ces nœuds, elles s’annulent sur
le bord de la zone d’influence pour assurer la continuite´.
26 Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Me´thodes nume´riques pour la simulation de fissures et lois de propagation
La me´thode SPH (dont Liu et Liu proposent un e´tat de l’art re´cent [LIU 10])
est la premie`re me´thode de ce type. Elle repose sur la re´solution de la formula-
tion forte. Elles est adapte´e aux grandes de´formations, et a notamment e´te´ utilise´e
pour des simulations sous sollicitations extreˆmes comme des explosions ou crashs,
notamment au LAMCOS par Maurel et Combescure [MAU 08], Schuzel-Marmot et
al. COC11 et Caleyron et al. [CAL 12]. Elle est e´galement utilise´e pour des simu-
lations en me´canique des fluides, et est donc inte´ressante pour simuler l’interaction
fluide/structure sous des sollicitations extreˆmes [MAU 08]. De nombreuses me´thodes
base´es sur des formulations faibles ont e´te´ de´veloppe´es pour traiter des proble`mes
de me´canique des solides. Une approximation des moindres carre´s mobiles (MLS)
permet e´galement de de´finir une me´thode sans maillage. Cette approche est a` la
base de la me´thode Element Free Galerkin (EFM) qui est plus stable mais plus
couˆteuse que la me´thode SPH. Ce type de fonctions constitue une partition de
l’unite´, cette proprie´te´ [BAB 97] est utilise´e pour enrichir l’espace d’approximation.
Notamment des fonctions spe´cifiques a` la fissuration de´crivant la discontinuite´ et la
singularite´ [FLE 97, KRY 99]. Ce sont ces enrichissements qui ont e´te´ par la suite
transpose´s a` la FEM, a` l’origine de la X-FEM.
Les me´thodes sans maillage s’affranchissent des difficulte´s du maillage, en parti-
culier pour de grandes de´formations et des interfaces mobiles. Elle permettent d’en-
richir, d’augmenter l’ordre d’interpolation et de raffiner la discre´tisation facilement.
Cependant, l’inte´gration de leurs fonctions de forme est de´licate. Ces me´thodes ne
sont en ge´ne´rale pas interpolantes, ce qui rend l’application de condition aux limites
de´licate. D’un point de vu ge´ne´ral, elles sont nume´riquement moins efficaces que la
me´thode des e´le´ments finis [NGU 08].
1.2.1.3 Me´thodes base´es sur les e´le´ments finis
L’utilisation intensive de la me´thode des e´le´ments finis a conduit a` de nombreux
de´veloppements et variantes. Elle a e´te´ applique´e a` de nombreux types d’e´quations
et sa transversalite´ explique son succe`s. Elle est a` la base de la me´thode pre´sente´e
dans ce me´moire. Les performances de la FEM sont re´duites pour la simulation de
discontinuite´ et de singularite´. Sont taux de convergence [HUG 00] par rapport a` la
taille caracte´ristique des e´le´ments de la discre´tisation h est borne´ [TON 73a] par la
nature de la singularite´ (d’ordre α)
||uex − uh||E
||uex||E 6 ch
η, ou` η = min(p, α). (1.45)
ou` uex est la solution du proble`me et E est la norme en e´nergie de de´formation
associe´e au champ de de´placements conside´re´. p est l’ordre d’interpolation e´le´ments
finis (l’ordre des polynoˆmes conside´re´s par e´le´ment), et α l’ordre de la singularite´.
Enfin, c est une constante inde´pendante des de´placements et de la discre´tisation.
La propagation de la fissure est e´galement une difficulte´ car la modification de la
ge´ome´trie n’est pas aise´e. La me´thode des e´le´ments finis e´tendus (X-FEM) pro-
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1. La DEK-FEM en 2D
pose une solution relativement simple a` ces proble`mes, et est aujourd’hui largement
utilise´e.
Pre´sentation de la FEM
La FEM repose sur la me´thode de Galerkin, pre´sente´e Section 1.1.4.2, et permet
de ge´ne´rer automatiquement la base d’approximation ϕk avec ge´ne´ralement up =
0 (1.35), de repre´senter la ge´ome´trie et de re´aliser l’inte´gration. Elle est base´e sur une
discre´tisation ge´ome´trique [HOL 88] (appele´ maillage) du domaine en polye`dres, ou
polygones en 2D, simples (appele´s e´le´ments). Cette ope´ration peut s’ave´rer complexe
mais permet d’approcher des ge´ome´tries et des solutions complexes en conside´rant
des e´le´ments suffisamment petits.
Des fonctions de forme ge´ne´ralement polynomiales sont associe´es a` chaque type
d’e´le´ments. Ces fonctions de forme sont lie´es a` des valeurs nodales qui font le lien
entre les e´le´ments adjacents du maillage, et assurent la continuite´ de l’interpolation.
Pour chaque forme d’e´le´ment, un e´le´ment de re´fe´rence a` la ge´ome´trie ide´alise´e est
de´fini dans une base locale. Les coordonne´es dans ce repe`re local seront note´es ξ =
(ξeξ, ηeη, ζeζ). Pour chacune des Ne inconnues nodales d’un e´le´ment, une fonction
de forme ϕk(ξ) et sa de´rive´e ∇ϕk(ξ) sont associe´es a` cet e´le´ment de re´fe´rence dans
ce repe`re.
Pour les e´le´ments dits isoparame´triques, les points x de l’e´le´ment de re´fe´rence
dans le domaine Ω sont mis en relation avec ceux de l’e´le´ment de re´fe´rence dans le
repe`re local ξ par
xh =
Nel∑
j=1
ϕk(ξ)xk, (1.46)
ou` xk est la position du nœud k dans le repe`re global, et Nel est l’ensemble des fonc-
tions de forme associe´es a` un e´le´ment. La ge´ome´trie du proble`me est donc connue a`
partir de la position des nœuds, leur connectivite´ et des fonctions d’interpolation ϕk.
Les fonctions de forme sont ge´ne´ralement interpolantes, c’est-a`-dire que l’inconnue
nodale est la valeur du champ au nœud uk = xk. Ce type d’e´le´ments finis est dit
isoparame´trique car les meˆmes fonctions de forme sont utilise´es pour repre´senter la
ge´ome´trie et les inconnues. Les parame´trages et la position des nœuds des e´le´ments
doivent eˆtre tels que x n’a qu’un ante´ce´dent ξ. Cette condition implique que le
Jacobien du changement de coordonne´es ne s’annule pas.
De nombreux e´le´ments ont e´te´ de´veloppe´s. En 2D pour diffe´rentes ge´ome´tries (tri-
angles, quadrilate`res,...) avec une interpolation polynomiale. En 3D, les ge´ome´tries
sont plus varie´es (pyramides, te´trae`dres, hexae`dres, prismes,...) et on retrouve des
interpolations polynomiales. Enfin des e´le´ments spe´cifiques ont e´te´ de´veloppe´es pour
des repre´sentations simplifie´es de ge´ome´tries avec des caracte´ristiques ge´ome´triques
propres comme des e´le´ments plaques ou coques [BAT 92]. Les e´le´ments les plus uti-
lise´s sont certainement les e´le´ments polynomiaux d’ordre un. Les diffe´rents e´le´ments
ne seront pas de´taille´s mais certaines caracte´ristiques principales seront pre´sente´es.
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Figure 1.3 – Fonction de forme du nœud de coordonne´ (2,2), polynomiale d’ordre
1 pour des quadrangles a` 4 nœuds. Le domaine repre´sente´ est de 5× 4 e´le´ments2.
La continuite´ des de´placements implique que les fonctions de forme s’e´talent
sur plusieurs e´le´ments. En pratique, les conditions e´nonce´es assurent que le support
d’une fonction de forme associe´e a` un nœud est uniquement active sur les e´le´ments
ayant ce nœud pour sommet, comme repre´sente´ Figure 1.3. Le support des fonctions
de forme est limite´, aussi la matrice de rigidite´ sera creuse. En effet, Kij sera nul
aussitoˆt que les supports des fonctions de forme ϕi et ϕj sont disjoints. Par exemple,
en 2D pour des quadrangles a` 4 nœuds, comme repre´sente´ Figure 1.3, la largeur de
bande de la matrice de rigidite´ sera de 16. En 3D, pour les hexae`dres a` 8 nœuds qui
seront utilise´s par la suite, elle est de 78. Ces valeurs sont exactes pour des maillages
structure´s et approche´es sinon.
Pour ame´liorer la pre´cision de l’approximation deux me´thodes peuvent eˆtres en-
visage´es, diminuer la taille des e´le´ments ou augmenter l’ordre des polynoˆmes. La
premie`re me´thode est souvent retenue puisque c’est la plus simple. L’augmenta-
tion de l’ordre ne´cessite de se doter des e´le´ments correspondant et augmente la
largeur de bande. Ne´anmoins, elle augmente la continuite´ de l’approximation (de
ses de´rive´es) dans les e´le´ments. Des me´thodes dites NURBS (Non-Uniform Rational
Basis Splines) permettent de repre´senter plus pre´cise´ment la ge´ome´trie et d’automa-
tiser l’augmentation de l’ordre d’interpolation, en pre´servant un degre´ de continuite´
e´leve´.
Introduction de la discontinuite´
La me´thode FEM repre´sente la ge´ome´trie et les champs me´caniques avec les
meˆmes fonctions de forme qui sont continues sur le domaine. Ces principes en font
une faiblesse pour la simulation de discontinuite´s. On peut distinguer deux types de
discontinuite´s. Les discontinuite´s dites faibles portent seulement sur la de´rive´e de la
fonction d’interpolation. On les retrouve pour le champ de de´placement, a` l’interface
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1. La DEK-FEM en 2D
entre deux mate´riaux, autour d’une interface ou entre deux phases solides... Les
discontinuite´s de la fonction d’interpolation meˆme sont dites fortes. On les retrouve
notamment au niveau d’une fissure.
Les e´le´ments finis permettent de prendre en compte des discontinuite´s faibles si
elles sont localise´es sur la frontie`re entre les e´le´ments. Il faut donc que le maillage
soit conforme avec les discontinuite´s faibles. Pour simuler une discontinuite´ forte,
il faut conside´rer chacune de ses le`vres comme un bord du domaine. Elles doivent
eˆtre conformes avec les faces (areˆtes en 2D) d’e´le´ments et le front doit eˆtre sur une
arreˆte (nœud en 2D). Les nœuds y sont alors double´s.
Cette condition est particulie`rement contraignante lorsque la fissure se propage.
En effet, il faut recommencer l’ope´ration de maillage au moins localement. Re-
maillage qui peut s’ave´rer couˆteux [CHI 13], et de´licat [RE´T 05a] quand il faut
projeter des quantite´s de l’ancien maillage vers le nouveau. Cette projection peut
eˆtre source d’erreur, la conservation de l’e´nergie est approche´e [BRA 05] et des
instabilite´s peuvent apparaˆıtre dans les sche´mas nume´riques d’inte´gration tempo-
relle [RE´T 05a]. Pour des cas de propagation ou le trajet de la fissure est connu, en
mode I par exemple, il est possible de conserver le meˆme maillage pendant toute la
simulation de la propagation. Les nœuds sur le trajet qui ne sont pas encore se´pare´s
par la fissure ont leurs de´placements contraints. L’incre´ment de propagation sera
ne´anmoins impose´ par la dimension des faces des e´le´ments coupe´s.
Introduction de la singularite´
La singularite´ en pointe de fissure n’est pas polynomiale et est mal prise en
compte par les e´le´ments finis. La nature de la singularite´ impacte globalement l’er-
reur et re´duit le taux de convergence (confe`re e´quation 1.45). Pour des e´le´ments
classiques d’ordre un, le taux de convergence de proble`mes continus est en O(h),
l’introduction d’une fissure (et donc d’une singularite´ d’ordre 1/2) re´duit ce taux
en O(
√
h).
L’introduction de la singularite´ en
√
r peut eˆtre re´alise´e assez naturellement
avec des e´le´ments quadratiques ou` des nœuds sont place´s au quart des areˆtes des
e´le´ments [BAR 74]. Cette approche ne´cessite peu de de´veloppement, et donne de
bons re´sultats pour des fissures droites en 2D. Ne´anmoins, la ge´ne´ration du maillage
n’est pas triviale et un maillage rayonnant en pointe de fissure est pre´fe´rable. Des
extensions pour des analyses en 3D existent, avec une ge´ne´ration des e´le´ments
rayonnants et une pre´cision acceptable, par exemple [DHO 01]. Dans un contexte
e´le´ments finis, d’autres approches ont e´te´ de´veloppe´es comme la cre´ation de super-
e´le´ments [TON 73b] qui prennent en compte la singularite´ et communiquent avec
leurs voisins par des nœuds sans assurer la continuite´ a` l’interface. Un certain nombre
de ces approches sont examine´es dans [FAW 79].
De nombreuses me´thodes ont e´te´ propose´es pour reme´dier a` ce proble`me. La
me´thode des e´le´ments finis e´tendus (X-FEM), a e´te´ de´veloppe´e a` partir de 1999 par
Belytschko and Black [BEL 99b] et est maintenant largement utilise´e. Elle propose
30 Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Me´thodes nume´riques pour la simulation de fissures et lois de propagation
une solution peu intrusive pour introduire la singularite´ et la discontinuite´ dans
l’espace d’approximation. Elle est utilise´e dans le cadre de cette the`se et fait l’objet
de la section suivante.
1.2.2 Me´thode e´le´ments finis e´tendus/ge´ne´ralise´s
La X-FEM est une extension de la FEM. La fissure est introduite comme un
enrichissement des champs me´caniques approche´s comme le de´placement uh(x).
Elle n’est donc plus maille´e comme une frontie`re du domaine. L’enrichissement est
re´alise´ avec la me´thode de la partition de l’unite´ [BAB 97], pre´sente´e ci-dessous. Il est
ge´ne´ralement constitue´ d’une fonction discontinue et d’enrichissements singuliers qui
introduisent la fissure. Une repre´sentation ge´ome´trique de la fissure est ne´anmoins
ne´cessaire. La simulation de la propagation est naturelle : en effet la repre´sentation de
la fissure e´volue et le lieu de l’enrichissement e´volue spatialement mais le maillage
de la structure reste le meˆme. Cette me´thode est tre`s proche de la me´thode des
e´le´ments finis ge´ne´ralise´s G-FEM [STR 00].
La me´thode (en de´veloppement rapide) a fait l’objet de nombreuses reviews
comme par exemple [KAR 03b, BEL 09, FRI 10]. Des premie`res applications a` des
proble`mes e´lastiques ont montre´ son potentiel, en 2D [BEL 99b, MOE¨ 99] pour
des fissures qui branchent ou se rejoignent [BEL 01] puis en 3D [SUK 00, DUA 01,
MOE¨ 02a, GRA 02].
Une extension a` un comportement endommageable par des e´le´ments cohe´sifs a e´te´
propose´e par Moe¨s et Belytschko [MOE¨ 02b], puis applique´e a` la simulation de be´ton
sans armature me´tallique en 3D [GAS 05]. La me´thode a e´te´ e´tendue a` la plasticite´
par Elguedj et al. [ELG 06a] avec des fonctions d’enrichissement spe´cifiques. La
friction entre les le`vres peut e´galement eˆtre prise en compte [DOL 01].
Les aspects mathe´matiques de la me´thode comme l’e´tude de son taux de conver-
gence ont e´te´ e´tudie´s par Laborde et al. [LAB 05]. L’introduction d’une fonction
cutoff qui de´limite les fonctions d’enrichissement a permis de restaurer un conver-
gence quasi-optimale a` la me´thode pour une taille d’enrichissement constante en
2D [CHA 06]. A` partir de ces travaux, une me´thode se´parant la zone non enrichie
et la zone enrichie avec un raccord inte´gral a e´te´ imagine´e [CHA 11] et maintient
la convergence optimale sans influence de la singularite´ (i.e., en O(h), pour des
e´le´ments line´aires).
1.2.2.1 Me´thode de la partition de l’unite´
La me´thode de la partition de l’unite´ (PUM) a e´te´ formalise´e par Babusˇka et
Melenk [BAB 97]. Elle a e´te´ applique´e a` des me´thodes sans maillage [NGU 08] puis
a` la me´thode des e´le´ments finis. Elle permet de nombreux type d’enrichissement
et a e´te´ applique´e pour des simulations nume´riques varie´es : pour mode´liser des
interfaces en ge´ne´ral comme l’interaction fluide-structure [WAG 01], la simulation
d’inclusions [SUK 01, MOE¨ 03] et de la solidification [CHE 02]. Son application a`
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1. La DEK-FEM en 2D
la me´canique de la rupture, a engendre´ la me´thode X-FEM et la me´thode G-FEM.
Les fonctions de forme e´le´ments finis constituent un exemple de partition de
l’unite´ de l’espace approxime´ Ωh, c’est-a`-dire dans toutes les directions j de l’espace
N∑
k=1
ϕk(x) · ej = 1 ∀x ∈ Ωh. (1.47)
Cette proprie´te´ permet a` la FEM de reproduire des de´placements de corps rigide.
Elle peut eˆtre utilise´e pour enrichir le champ de de´placements dans une direction j
par une fonction ϕe qui est mal repre´sente´e par cette approximation, en effet
uh(x) =
N∑
k=1
ukϕk(x)+
Ne∑
k=1
ueϕk(x)·ejϕe(x)ej =
N∑
k=1
ukϕk(x)+u
eϕe(x)ej ∀x ∈ Ωh.
(1.48)
Ou` ue est un degre´ de liberte´ associe´ a` l’enrichissement, et N e = N dans ce cas.
Si on recherche les variations de ces fonctions d’enrichissement sur l’espace, il est
possible d’associer un degre´ de liberte´ par fonction de forme
uh(x) =
N∑
k=1
ukϕk(x) +
Ne∑
k=1
uekϕk(x)ϕ
e(x). (1.49)
Dans cette expression, l’enrichissement est re´alise´ dans toutes les directions de l’es-
pace. La direction des fonctions de forme e´le´ments finis ϕk(x) est donc utilise´e.
Cette approche double le nombre de degre´s de liberte´s. Cependant, la zone a` enri-
chir est souvent localise´e, comme c’est le cas pour la simulation de fissure. Il est alors
possible de restreindre la zone enrichie en prenant N e comme un sous ensemble de
N . En pratique lorsqu’on enrichit toutes les fonctions de forme associe´es aux nœuds
d’un groupe d’e´le´ments, les e´le´ments correspondants sont enrichis et peuvent repro-
duire librement la fonction ϕe(x). En effet la somme des fonctions de forme e´le´ments
finis associe´es a` ces nœuds est une partition de l’unite´ sur les e´le´ments correspondant
comme illustre´ sur la Figure 1.4. De plus, l’e´volution reste continue entre la zone
enrichie et la zone non enrichie, au niveau des e´le´ments dont tous les nœuds ne sont
pas enrichis. Ces e´le´ments partiellement enrichis seront appele´s blending elements,
ils peuvent re´duire le taux de convergence de la me´thode [CHA 06].
Bien entendu, cette me´thode permet de repre´senter plusieurs fonctions d’enri-
chissement. En effet, on peut ajouter a` l’e´quation (1.49) autant de fonctions d’enri-
chissement que ne´cessaire par sommation. Pour la simulation de phe´nome`nes phy-
siques pour lesquels la forme de la solution est connue et est mal repre´sente´e par
les fonctions de base choisies, cette me´thode d’enrichissement est particulie`rement
inte´ressante. Elle permet de repre´senter des interfaces dans le milieu simule´, comme
dans le cas des bi-mate´riaux, des inclusions, diffe´rents grains, des trous... Elle est
particulie`rement inte´ressante lorsque les interfaces sont mobiles comme dans le cas
de la simulation de la solidification, du changement de phase ou de la propagation
de fissures.
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Figure 1.4 – Partition de l’unite´ locale,
∑Ne
k=1ϕk(x), avec N
e restreinte aux fonc-
tions de forme associe´es aux nœuds enrichis.
La me´thode de la partition de l’unite´ est assez ge´ne´rale et s’applique a` la FEM
comme aux me´thodes sans maillage, les enrichissements peuvent eˆtre base´s sur une
repre´sentation intrinse`que ou non et la zone d’enrichissement peut eˆtre locale ou
non. La me´thode des e´le´ments finis e´tendus (X-FEM) se base sur ce principe. Fries
et Belytschko [FRI 10] en proposent les caracte´ristiques suivantes
(i) the enrichment is extrinsic and realized by the PU concept,
(ii) the enrichment is local because only a subset of the nodes is enriched,
(iii) the enrichment is meshbased, i.e. the PU is constructed by means of standard
FE shape functions, and
(iv) enrichments for arbitrary discontinuities in the function and their gradients
are available.
Dans la X-FEM, la discontinuite´ est repre´sente´e par un enrichissement dans toutes
les directions, et la singularite´ par quatre enrichissements dans chacune des direc-
tions e´galement
uh(x) =
∑
k∈N
ukϕk(x) +
∑
k∈Nd
uckϕk(x)H(x) +
∑
k∈Ns
4∑
j=1
ujekϕk(x)Sj(x). (1.50)
H(x) est la fonction d’enrichissement discontinue qui s’applique sur l’ensemble de
fonctions de forme Nd. Sj(x) sont les fonctions d’enrichissement singulie`res, et N
s
l’ensemble de fonctions de forme associe´es. Ces ensembles et fonctions sont pre´sente´s
ci-dessous.
1.2.2.2 Enrichissement pour la discontinuite´ forte
Plutoˆt que de mailler explicitement la fissure comme c’est ne´cessaire pour la
FEM, la X-FEM enrichit la discre´tisation par une discontinuite´, graˆce a` la partition
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1. La DEK-FEM en 2D
re
ﬁssure
enrichissement discontinu
enrichissements singuliers
Figure 1.5 – Nœuds enrichis pour la fissure repre´sente´e. Pour le front de gauche,
tous les nœuds dans un rayon re autour du front sont enrichis, l’enrichissement est
dit ge´ome´trique. Pour le front de droite, une range´e de nœuds autour du front est
enrichie, l’enrichissement est dit topologique.
de l’unite´ pre´sente´e ci-dessus. Tous les nœuds dont le support (le bord nul est ex-
clu) est coupe´ sont enrichis par une discontinuite´ comme repre´sente´ Figure 1.5. Nd
est le sous-ensemble des fonctions de forme correspondant a` ces nœuds. Puisqu’on
enrichit avec une fonction, les degre´s de liberte´ sont double´s et permettent donc
de repre´senter deux milieux distincts (avec des mouvements de corps rigide et des
de´formations propres).
Les fonctions d’enrichissement ge´ne´ralement utilise´es [MOE¨ 99, BEL 01] sont
la fonction Heaviside ge´ne´ralise´e ou la fonction signe. Ces deux fonctions diffe`rent
simplement au niveau de l’interface, la fonction signe de la distance a` la fissure, que
nous utilisons est de´finie par
H(x) =

1 si (x− x∗) · n(x) > 0,
0 si x = x∗,
−1 sinon.
(1.51)
ou` x∗ est un des points les plus proches de x sur la fissure, n(x) est la normale
a` ce point. L’orientation de n(x) et donc le choix du demi espace positif est ar-
bitraire. Comme introduit dans [MOE¨ 99] pour un maillage conforme a` la fissure,
la mode´lisation avec cet enrichissement est e´quivalente a` la mode´lisation FEM par
nœuds doubles.
1.2.2.3 Enrichissements singuliers en pointe de fissure
Les e´le´ments dont le support est tranche´ de part en part peuvent eˆtre de´crits par
les fonctions pre´ce´dentes (1.51). Cependant la se´paration en deux demi-espaces du
support n’est plus possible quand le front est a` l’inte´rieur du support. Le saut de
de´placements au passage de la fissure e´volue continuˆment jusqu’a` une valeur nulle
au niveau du front. De plus, une singularite´ mal repre´sente´e par la discre´tisation
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Me´thodes nume´riques pour la simulation de fissures et lois de propagation
(a) Enrichissement saut e´quation (1.51)
dans (1.50)
(b) Enrichissement singulier S1
e´quation (1.52) dans (1.50)
Figure 1.6 – Fonctions d’enrichissement classiques autour d’un nœud ϕk(x)ϕ
e(x).
FEM est pre´sente en pointe de fissure. Ces spe´cificite´s sont prises en compte par des
fonctions d’enrichissement plus riches.
L’approche analytique pre´sente´e Section 1.1.2 fournit des informations sur la
nature de la singularite´ et sur l’e´volution de la discontinuite´. La base utilise´e en
2D puis 3D a e´te´ introduite par Fleming et al. [FLE 97] dans une me´thode sans
maillage. Elle correspond a` une base de repre´sentation des modes singuliers en pointe
de fissure pour un milieu e´lastique
S1(x) =
√
r sin
θ
2
,
S2(x) =
√
r cos
θ
2
,
S3(x) =
√
r sin
θ
2
sin θ,
S2(x) =
√
r cos
θ
2
sin θ.
(1.52)
Comme pour l’approche asymptotique, r et θ correspondent a` un syste`me de coor-
donne´es polaires locales en pointe de fissure, repre´sente´ Figure 1.2.
Le choix de cette base de repre´sentation a e´te´ fait pour des conside´rations
nume´riques. Elle repre´sente la singularite´ tout en assurant un bon conditionne-
ment pour la plupart des positions du front. Pour cette raison, seule la fonc-
tion S1(x) est discontinue. Toutes les fonctions sont proportionnelles a`
√
r qui est
l’ordre de la “singularite´”. Les coefficients mate´riaux (i.e., la constante de Kolos-
sov κ ici) ont e´te´ oˆte´s de ces fonctions par soucis de ge´ne´ralite´. Comme pour
la discontinuite´, l’enrichissement est re´alise´ dans toutes les directions de l’espace,
conforme´ment a` l’expression (1.49). Ces fonctions issues d’une approche e´lastique
peuvent eˆtre ame´nage´es pour la simulation de phe´nome`nes non-line´aires en pointe
de fissure [MOE¨ 02b, ELG 06a].
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1. La DEK-FEM en 2D
FEM X-FEM (enrichissement en x∗, r et θ)
maillage
explicite
de la
fissure
repre´sentation implicite
repre´sentation
explicite
repre´sentation
hybride
level sets [SET 99, STO 01]
level sets et
fast marching
method
[SUK 03]
—
triangulation
(3D)
—
segmentation
(2D)
— analytique
(forme
simple)
repre´sentation
explicite puis
ge´ne´ration
de level sets
[PRA 07,
FRI 12]
maillage de la
structure
(X-FEM)
maillage
de´die´
(structure´)
Figure 1.7 – Tableau synthe´tisant diffe´rentes me´thodes pour la repre´sentation de
la fissure.
Il faut choisir l’ensemble de nœuds enrichis, et donc l’ensemble de fonctions de
forme correspondantes N s. Le choix le plus courant est l’enrichissement topologique
d’une range´e de nœuds autour du front. Il consiste a` enrichir seulement les nœuds
dont le support (prive´ de sa frontie`re) inclut le front de la fissure. L’avantage de
cette approche est de ne faire entrer aucune longueur caracte´ristique. Lorsqu’on
raffine le maillage, la taille de la zone enrichie diminue mais le nombre de couches
enrichies reste constant. Une autre me´thode consiste a` enrichir les nœuds suivant
un crite`re ge´ome´trique, par exemple tous les nœuds dans un rayon re autour du
front de la fissure (l’enrichissement donc dit ge´ome´trique). Ce crite`re fait interve-
nir une longueur qui doit eˆtre calibre´e. Il permet ne´anmoins de mener a` bien les
e´tudes de convergence [CHA 06] en maintenant une dimension constante pour la
zone d’enrichissement. Ces deux approches ont e´te´ repre´sente´es sur la Figure 1.5.
1.2.2.4 Repre´sentation de la fissure par courbes de niveau
Les enrichissements de l’approche X-FEM se basent sur des coordonne´es locales
associe´s a` la fissure. L’enrichissement de la discontinuite´ fait intervenir la distance
a` la fissure par l’interme´diaire de x∗ la coordonne´e du point le plus proche sur la
fissure. Les enrichissements de la singularite´ quant a` eux reposent sur un syste`me
de coordonne´es locales en pointe de fissure. Ces coordonne´es polaires (r, θ) en 2D
(curviline´aires autour du front en 3D) sont repre´sente´es Figure 1.2.
Ces parame`tres locaux doivent eˆtre calcule´s en tous points de Gauss des e´le´ments
ayant au moins un nœud enrichi. La repre´sentation de la fissure peut eˆtre intrinse`que
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Me´thodes nume´riques pour la simulation de fissures et lois de propagation
au maillage de la structure. Soit en e´tant conforme aux bords des e´le´ments comme
c’est le cas pour la FEM. Se pose alors le proble`me du remaillage et de la fi-
nesse du maillage autour de la fissure qui a minima doit permettre de repre´senter
la fissure. La seconde possibilite´ consiste en une repre´sentation extrinse`que au
maillage de la structure. Soit par une repre´sentation explicite de la fissure par
un segmentation (2D) [BEL 99b, MOE¨ 99] ou une de´composition en polye`dres
(3D) [SUK 00, DUA 01]. Les difficulte´s sont alors l’extrapolation aux points de
Gauss des grandeurs locales (x∗, r et θ) qui peut eˆtre couˆteuse et la re´actualisation
de ces informations lors de la propagation de la fissure. Cela peut eˆtre fait par une
repre´sentation implicite de la fissure par la me´thode des level sets introduite par
Sethian [SET 96, SET 99]. Cette me´thode associe´e a` un maillage structure´ est une
solution a` ces difficulte´s (extrapolation aux points de Gauss et propagation) souvent
utilise´e dans le contexte X-FEM [SUK 01, STO 01, MOE¨ 02a, GRA 02, SUK 03].
Il est e´galement possible de calculer les level sets sur le maillage de la structure
qui dans le cas ge´ne´ral d’une structure re´elle est non structure´. La propagation et
l’extrapolation sont alors plus complexes [BAR 98]. Ces diffe´rentes approches sont
synthe´tise´es sur la Figure 1.7.
Les level sets (fonctions de niveau) sont des champs scalaires de l’espace. La
valeur de ces champs correspond a` la distance signe´e a` une interface de l’espace, une
courbe en 2D et une surface en 3D. Pour une interface I, la de´finition de la level
sets associe´e est
crack(x) = signe [(x− xs).n(x)] |x− xs| , (1.53)
ou` xs est le point de l’interface le plus proche du point x, n(x) est la normale
a` ce point xs. On associe une courbe de niveau a` la discontinuite´ prolonge´e dans
la direction et. Cette level set et cette de´finition, tre`s proche de l’e´quation (1.51)
permettent de calculer directement la fonction d’enrichissement H(x). Le gradient
de ce champ permet de calculer en tout point la normale a` l’interface ∇crack(x) =
n(x) = en. Il est e´galement possible de de´terminer simplement la courbure locale
de l’interface qui sera utile pour la simulation 3D. La proprie´te´ de distance signe´e
des courbes de niveaux par rapport a` une interface I se traduit par
I(x) = {x tel que crack(x) = 0} , (1.54)
||∇crack(x)|| = 1. (1.55)
Pour repre´senter les coordonne´es locales en pointe de fissure (2 parame`tres, r et
θ) il est ne´cessaire d’introduire une seconde information. C’est e´galement possible
par l’utilisation d’une seconde courbe de niveau front(x). Cette courbe de niveau
est orthogonale a` la premie`re ∇crack(x) ·∇front(x) = 0 et pre´sente une valeur
nulle au niveau du front. La seconde coordonne´e locale en pointe de fissure est
alors de´finie comme ∇front(x) = et. A` partir de ces deux courbes de niveaux, les
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1. La DEK-FEM en 2D
coordonne´es locales sont de´finies comme
r =
√
crack2(x) + front2(x),
θ =2 arctan
(
crack(x)
front(x) + r
)
.
(1.56)
Pour des ge´ome´tries de fissures complexes, ces courbes de niveaux sont
nume´rise´es. Pour ce faire, elles sont discre´tise´es en espace, soit sur le maillage de
la structure soit sur un maillage annexe. Utiliser un maillage de´die´ pre´sente plu-
sieurs avantages, c’est une solution assez re´pandue lors de l’utilisation de la X-
FEM [PRA 07, PRA 08]. Ce maillage de´die´ peut s’adapter a` la ge´ome´trie de la
fissure, en e´tant d’une dimension cohe´rente et localise´ dans la zone ou` se trouve la
fissure. En effet, une fissure obtenue nume´riquement par propagation incre´mentale
ou expe´rimentalement (photographies ou imagerie 3D) peut avoir une ge´ome´trie
complexe. L’autre avantage qui fait la force de ces me´thodes est qu’il est possible
d’utiliser un maillage structure´ pour lequel l’interpolation et l’actualisation avec
la propagation sont re´alise´es tre`s efficacement par des algorithmes diffe´rences fi-
nies [OSH 88, SET 99].
Lorsque la fissure se propage, les courbes de niveaux repre´sente´es sur une grille
fixe doivent eˆtre actualise´es. En utilisant les courbes de niveau crack(x) et front(x)
de´finies sur un maillage structure´, Gravouil et al. [GRA 02] ont mis au point une
me´thode 3D permettant d’actualiser les courbes de niveaux avec des e´quations
ge´ome´triques fonction de la vitesse de propagation
∂crack
∂τ
+ Vcen ·∇crack(x) = 0, avec (x, τ) ∈ (Ω× [0, tend]) . (1.57)
En partant d’une loi de propagation, la vitesse d’e´volution du front, connue par la
loi de propagation V = Vfet+Vcen est e´tendue directement aux points proches puis
au volume. Afin de ne pas modifier les courbes de niveaux des zones de´ja` fissure´es, ce
qui reviendrait a` de´placer la fissure dans le milieu, la vitesse Vc normale a` la fissure
n’est applique´e que pour la zone non fissure´e proportionnellement a` la distance au
front.
Les e´quations de vitesse sont du type Hamilton-Jacobi pour lesquelles Se-
thian [SET 99] propose d’utiliser un sche´ma aux diffe´rences finies dit upwind robuste
et efficace. Il est ne´anmoins difficile de ve´rifier les proprie´te´ de diffe´rences signe´es
des e´quations (1.54) et (1.55) et la proprie´te´s de d’orthogonalite´ entre crack(x) et
front(x). Cette difficulte´ est de´taille´e par Duflot et al. dans [DUF 07].
Enfin, la repre´sentation de la fissure peut eˆtre comple`tement explicite par
un ensemble de segments [MOE¨ 99] (ou d’e´le´ments de surface [SUK 00] en 3D).
Lors de l’e´volution de la fissure, l’interface est simplement augmente´e d’e´le´ments
correspondants au pas de propagation. Cette me´thode, utilise´e par les premiers
de´veloppements X-FEM est robuste mais couˆteuse. Elle est cependant souvent uti-
lise´e pour initialiser les level sets.
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On peut alors combiner les deux me´thodes pour profiter des avantages de cha-
cune [PRA 07, FRI 12]. On utilise une repre´sentation explicite pour simplifier la
simulation de la propagation. Le mode`le de propagation est applique´ a` chaque nœud
de la bordure du domaine. Une direction et une longueur en re´sulte, qui permettent
de cre´er de nouveaux e´le´ments. Ces e´le´ments peuvent eˆtre tre`s distordus si la propa-
gation est de pas ine´gal, mais il n’y a pas de rigidite´ associe´e a` l’interface. A` partir
de cette repre´sentation explicite, il existe des me´thodes nume´riques ge´ome´triques
efficaces pour calculer les deux level sets pre´sente´es crack(x) et front(x) sur un
maillage structure´. Et a` partir de cette repre´sentation level sets, la de´finition des
nœuds a` enrichir, le calcul des enrichissements et l’inte´gration de la matrice de ri-
gidite´ sont re´alise´s efficacement avec des algorithmes diffe´rences finies. C’est cette
me´thode qui est utilise´e dans le cadre de cette the`se avec une repre´sentation expli-
cite par e´le´ments ou utilisant une fonction analytique pour des ge´ome´tries simples
(ellipses).
1.2.2.5 Difficulte´s introduites par la me´thode
La me´thode X-FEM introduit des difficulte´s nume´riques maintenant bien
connues. L’ajout de fonctions d’enrichissement fait perdre localement la proprie´te´
δ-Kronecker de la FEM. Sans cette proprie´te´, l’imposition de conditions aux limites
est plus difficile. Ce proble`me localise´ peut eˆtre re´solu en modifiant les fonctions
d’enrichissement comme de´veloppe´ ci-dessous. Les e´le´ments partiellement enrichis
(avec seulement une partie de leurs nœuds enrichis) sont e´galement sources de
proble`mes. Ces e´le´ments assurent le lien entre les e´le´ments FEM et les e´le´ments
enrichis. Ils ont notamment tendance a` diminuer le taux de convergence de la
me´thode [CHE 03, LAB 05].
Les enrichissements de la me´thode X-FEM diminuent dans la plupart des cas le
conditionnement de la FEM, c’est pourquoi des pre´conditionneurs sont ge´ne´ralement
utilise´s. Ce conditionnement peut affecter la pre´cision des re´sultats. Babusˇka et Ba-
nerjee [BAB 12] ont propose´ une me´thode permettant de retrouver le conditionne-
ment de la FEM. Cette me´thode consiste e´galement a` modifier la fonction d’enri-
chissement.
Une autre difficulte´ introduite par les enrichissements est leur inte´gration (pour
le calcul de la rigidite´). En effet la me´thode d’inte´gration utilise´e pour la me´thode
des e´le´ments finis est la quadrature de Gauss. Elle repose sur une somme ponde´re´e
en un ensemble de points donne´. Pour chaque e´le´ment fini, la position et le poids
des points de Gauss sont connus dans l’espace de re´fe´rence. Elle permet l’inte´gration
exacte de polynoˆmes d’ordre 2n − 1 avec n points dans chacune des directions de
l’espace pour chaque e´le´ment. Cette proprie´te´ est en accord parfait avec la FEM
puisque l’espace d’approximation est polynomial sur chacun des e´le´ments. Lorsque
la me´thode est e´tendue avec des enrichissements singuliers, les fonctions ne sont plus
polynomiales et l’inte´gration exacte n’est plus possible. Ce proble`me est e´galement
de´taille´ ci-dessous.
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1. La DEK-FEM en 2D
Traitement des blending elements
Comme repre´sente´ sur la Figure 1.4, entre d’une part les e´le´ments comple`tement
enrichis (ou` la partition de l’unite´ vaut 1 et d’autre part les fonctions d’enrichis-
sement sont repre´sente´es exactement) et les e´le´ments finis standards (qui n’ont
aucun nœud enrichi) il existe des e´le´ments partiellement enrichis, situe´s a` l’inter-
face entre les deux domaines. La fonction d’enrichissement ϕe n’est pas repre´sente´e
comple`tement mais seulement son produit avec une fonction de forme e´le´ments finis.
Elle ne peut pas eˆtre compense´e par les fonctions de forme FEM e´galement pre´sentes.
Une erreur est donc ne´cessairement commise dans ces e´le´ments qui diminuent le taux
de convergence de la me´thode X-FEM classique [CHE 03, LAB 05].
Pour palier a` ce proble`me plusieurs me´thodes ont e´te´ propose´es. La plus classique
et simple a` mettre en œuvre consiste a` annuler la fonction d’enrichissement aux
nœuds (alors dites shifted). Elle restaure la proprie´te´ de δ-Kronecker des e´le´ments
finis. Elle est pre´sente´es ci-dessous. Pour les enrichissements discontinus et singuliers,
un traitement spe´cial pour les blending elements a e´te´ propose´ par Fries [FRI 08]. Il
ajoute des degre´s de liberte´s dans ces blending elements pour mieux compenser les
fonctions partiellement enrichies qui assurent la continuite´. Il permet de retrouver
le taux de convergence et est pre´sente´ succinctement ci-dessous.
Il n’est pas envisageable de directement mettre l’enrichissement a` ze´ro dans les
blending elements, puisqu’une discontinuite´ artificielle serait introduite. Mais des
me´thodes pour assurer une transition franche entre les deux approches ont e´te´
propose´es avec succe`s. Laborde et al. [LAB 05] ont montre´ que le traitement du
proble`me en deux domaines se´pare´s (un enrichi et un FEM) raccorde´s nœuds a`
nœuds permettait de retrouver un taux de convergence optimal. Ce re´sultat a par
la suite e´te´ de´montre´ [CHA 11] pour un raccord inte´gral entre les deux domaines.
L’introduction des fonctions d’enrichissements des e´quations (1.51) et (1.52) dans
la formulation classique de l’e´quation (1.50) fait perdre la proprie´te´ de δ-Kronecker
de la FEM. Cette proprie´te´ des fonctions de forme, ϕk(xj) = δkjxj est souhaitable
car elle permet d’eˆtre interpolant. C’est-a`-dire que les degre´s de liberte´ calcule´s sont
directement les de´placements au nœuds u(xj) = uj. Elle permet notamment de
faciliter l’application de conditions aux limites de Dirichlet.
Dans le cadre de la X-FEM, les de´placements sont approche´s par la me´thode
FEM, auxquels s’ajoutent des termes d’enrichissement. Pour que les degre´s de liberte´
de la me´thode FEM restent interpolants, le produit ϕkϕ
e (avec ϕe qui sont les
fonctions d’enrichissement H et Sj ∀j = 1, ..., 4 dans l’e´quation (1.50)) doit eˆtre
nul a` tous les nœuds. Les fonctions FEM ϕk e´tant nulles pour tous les nœuds xj
tel que j 6= k, il suffit que les fonctions d’enrichissement ϕe conside´re´es soient nulles
au point xi. C’est l’ide´e a` l’origine des enrichissements shifted ϕ
shift
k propose´s par
Sukumar et al. [SUK 01]
ϕshiftk (x) = ϕ
e(x)− ϕe(xk) ∀k ∈ N e. (1.58)
Les fonctions d’enrichissement sont donc diffe´rentes pour tous les nœuds enrichis.
Pour un nœud donne´, elles sont repre´sente´es Figure 1.8. Pour l’enrichissement saut
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(a) Enrichissement saut e´quation (1.51)
dans (1.50)
(b) Enrichissement singulier S1
e´quation (1.52) dans (1.50)
Figure 1.8 – Fonction d’enrichissement shifted autour d’un nœud ϕk(x)ϕ
shift(x).
(ϕe = H), le support de l’enrichissement est re´duit aux e´le´ments ou` passe la discon-
tinuite´, il n’y a donc plus de blending elements. Cette approche permet de retrouver
un taux de convergence optimal pour des discontinuite´s fortes.
Ne´anmoins, cette modification n’est pas suffisante pour restaurer le taux de
convergence de la FEM pour des discontinuite´ faibles. Fries [FRI 08], a propose´ une
corrected X-FEM, permettant de mieux ge´rer les blending elements. Elle consiste a`
doter les blending elements de fonctions d’enrichissement supple´mentaires permet-
tant de mieux compenser les enrichissements partiels qui y sont pre´sents.
Cette ope´ration est re´alise´e tre`s simplement en augmentant l’ensemble des fonc-
tions de forme enrichies N e (i.e., N s dans le cas de la singularite´ de l’e´quation (1.50)).
Les fonctions de forme associe´es aux nœuds d’e´le´ments ayant au moins un
nœud enrichi sont ajoute´es a` N e donnant N e+, comme repre´sente´ Figure 1.9.
Les fonctions d’enrichissement ϕe sont shifted puis multiplie´es par une fonction
rampe RN
e
(x), la partition de l’unite´ locale X-FEM utilise´e pour l’enrichissement
dans l’e´quation (1.49) de´finie par
RN
e
(x) =
Ne∑
k=1
ϕk(x) · ej. (1.59)
Seul un champ scalaire nous inte´resse, aussi ej est choisi arbitrairement et R
Ne(x)
est la fonction repre´sente´e Figure 1.4. La fonction d’enrichissement corrige´e ϕcorr(x)
est alors
ϕcorrk (x) = R(x) (ϕ
e(x)− ϕe(xk)) ∀k ∈ N e+. (1.60)
Cet enrichissement est calcule´ aise´ment, et permet de retrouver le taux de conver-
gence optimal en pre´sence de discontinuite´s faibles [FRI 08].
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1. La DEK-FEM en 2D
(a) Rappel de la Figure 1.4
0 2 4 6 8
0
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6
éléments complètement 
enrichis
blending elements
noeuds associés à Ne+ 
noeuds associés à Ne 
(b) blending elements et corrected X-FEM
Figure 1.9 – Localisation des blending elements pour l’exemple de zone enrichie
repre´sente´e Figure 1.4, ainsi que les nœuds associe´s aux enrichissements de la cor-
rected X-FEM [FRI 08].
De´gradation du conditionnement
Le conditionnement κ(A) = ||A|| ||A||−1 (pour une matrice A) permet de quan-
tifier l’impact d’une erreur nume´rique dans la re´solution d’un syste`me line´aire de la
forme Au = b. Conside´rons le syste`me line´aire perturbe´ par une erreur δb sur le
second membre A(u+ δu) = b+ δb, le conditionnement donne une borne exacte a`
l’erreur re´sultante sur la solution δu
||δu||
||u|| 6 κ(A)
||δb||
||b|| . (1.61)
Si c’est la matrice du syste`me line´aire qui est perturbe´e (A+ ∆A)(u+ ∆u) = b,
l’erreur re´sultante sur la solution ∆u est e´galement borne´e par le conditionnement
||∆u||
||u|| 6 κ(A)
||∆A||
||A|| (1 +O(||∆A||)). (1.62)
Dans le cadre de l’utilisation d’une me´thode ite´rative pour la re´solution du
syste`me line´aire, le conditionnement est d’autant plus important qu’en plus de
de´grader la pre´cision de la solution, il peut piloter la vitesse de convergence. D’apre`s
la de´finition du conditionnement, il apparaˆıt qu’il de´pend de la norme matricielle
conside´re´e. La vitesse de convergence est en particulier lie´e a` la norme 2 (qui peut
eˆtre calcule´e comme ||A||2 =
√
ρ(ATA), ou` ρ(A) est le la plus grande valeur propre
de A aussi appele´ rayon spectral). Pour cette norme, le conditionnement κ2(A) peut
eˆtre calcule´ comme
κ2(A) =
max
i
|Λi|
min
i
|Λi| , avec λi les valeurs propres de A. (1.63)
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L’introduction de la discontinuite´ de´grade le conditionnement de la X-FEM
par rapport a` la FEM [BE´C 05, FRI 10]. Pour palier a` ce proble`me, les me´thodes
nume´riques sont ge´ne´ralement pre´conditionne´es. Des pre´conditionneurs ont donc e´te´
de´veloppe´s pour la X-FEM [BE´C 05, MEN 11]. En particulier, lorsque la disconti-
nuite´ se´pare un e´le´ment en deux parties tre`s ine´gales, de tre`s petites valeurs propres
sont introduites dans la matrice de rigidite´. Pour e´viter ces situations, on peut sim-
plement recourir a` un crite`re ge´ome´trique pour n’enrichir que les nœuds proches de la
discontinuite´ si les deux parties de l’e´le´ment sont trop ine´gales [MOE¨ 99, REU 08].
La discontinuite´ n’est pas exactement reproduite mais l’erreur sur la solution est
plus faible que l’erreur nume´rique due au conditionnement. Si c’est possible, il suffit
de de´placer les nœuds proches sur la fissure pour corriger ce proble`me.
Enfin dans le cas ge´ne´ral, Babuˇska et Barnerjee [BAB 12] ont propose´ la G-FEM
/ X-FEM stabilise´e en modifiant la fonction d’enrichissement discontinue
ϕstablek (x) = ϕ
e(x)− Jϕe(x) ∀k ∈ N e, avec Jϕe(x) =
∑
j∈Ne
ϕe(xj)ϕj(x). (1.64)
Comme pour l’expression (1.49), les fonctions ϕj(x) sont les fonctions de forme
e´le´ments finis qui constituent une partition de l’unite´. La fonction Jϕe permet que
la me´thode soit a` nouveau interpolente, en conservant un enrichissement identique
pour tous les nœuds enrichis. Les auteurs proposent une preuve de l’ame´lioration
du conditionnement et quelques exemples.
L’inte´gration des fonctions X-FEM
Depuis le de´but de la me´thode, l’inte´gration nume´rique des fonctions X-FEM
ne´cessite des traitements spe´cifiques. Deux difficulte´s sont rencontre´es, la gestion
de la discontinuite´ et l’inte´gration pre´cise des fonctions repre´sentant la singularite´
e´quation (1.52). L’inte´gration nume´rique consiste en ge´ne´ral a` calculer une inte´grale
de l’espace a` partir de l’e´valuation d’une fonction en un nombre fini de points. Pour
chacun de ces NG points xg on calcul un poids ωg et l’inte´grale d’une fonction f(x)
sur un domaine Ω est approche´e par la somme∫
Ω
f(x)dΩ '
∑
g∈NG
ωgf(xg). (1.65)
Pour rendre efficace cette approche, on peut agir sur la position des points
d’e´valuation, leur nombre et le calcul des fonctions de poids.
En e´le´ments finis, l’espace d’approximation est polynomial par e´le´ments. La
me´thode de Gauss-Legendre permet d’inte´grer exactement des polynoˆmes de l’ordre
souhaite´ sur chacun des e´le´ments. Pour ce faire on peut de´terminer pour un e´le´ment
de re´fe´rence (d’une forme simple avec des coordonne´es unitaires e´galement introduit
Section 1.2.1.3) le nombre de points ne´cessaires, leur position et les poids associe´s.
Ces caracte´ristiques sont de´finies une fois pour toutes pour l’e´le´ment de re´fe´rence.
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1. La DEK-FEM en 2D
L’inte´gration des e´le´ments re´els est alors simplement obtenue par un changement de
variable dans chacun des e´le´ments∫
Ω
f(x)dΩ =
∑
k∈N
∫
Ωk
f(x)dΩ '
∑
k∈N
∫
Ωelk
f(x(ξ))| detJc|dΩ. (1.66)
Ou` Jc est la matrice jacobienne de la transformation c de la base x en ξ.
Cette approche ne´cessite n points d’inte´gration pour chaque dimension des
e´le´ments pour inte´grer des polynoˆmes de degre´s 2n− 1. Elle est tre`s efficace pour la
FEM.
Lorsque les enrichissements sont continus et re´guliers, meˆme si ils ne sont pas
polynomiaux, une inte´gration de haut ordre de ce type donne de bons re´sultats. La
discontinuite´, bien que ge´ome´triquement simple, est ge´ne´ralement mal repre´sente´e
par des polynoˆmes et ne´cessiterair une inte´gration de tre`s haut ordre pour un
approximation de mauvaise qualite´. La solution propose´e de`s les de´buts de la X-
FEM [MOE¨ 99, STR 00] consiste a` faire un sous-de´coupage des e´le´ments conforme
a` la fissure. Un exemple de ce rede´coupage est pre´sente´ Figure 1.10 pour des qua-
drangles [XIA 06]. En effet, le produit des fonctions de forme FEM (polynomial par
e´le´ments) et des enrichissements signes (e´quation (1.51)) est simplement polynomial
par sous-e´le´ments de part et d’autre de la fissure.
Dans les blending elements, il faut inte´grer le produit de deux fonctions de forme
et de l’enrichissement. Pour un enrichissement signe, l’ordre de la fonction re´sultant
est donc la somme de l’ordre de la fonction de forme e´le´ments finis et de la fonction de
forme de la partition de l’unite´ (ge´ne´ralement un). Ventura [VEN 06] a propose´ une
me´thode spe´cifique d’inte´gration qui repose sur la cre´ation d’un polynoˆme spe´cifique.
Pour les e´le´ments singuliers, l’inte´gration exacte n’est pas accessible par une
me´thode de Gauss. Certains auteurs ont recours a` des quadratures de Gauss d’ordre
tre`s e´leve´ (ordre 15 dans [LIU 04]). Pour inte´grer le plus proprement possible la sin-
gularite´, il est possible de distribuer les points d’inte´gration autour de la pointe de
fissure dans un rayon donne´ [BE´C 05, LAB 05]. Enfin, une me´thode robuste consiste
a` controˆler l’inte´gration en fonction d’une e´valuation de l’erreur d’inte´gration com-
mise [XIA 06].
1.2.2.6 Bilan de la X-FEM
Malgre´ les difficulte´s introduites par la X-FEM, principalement nume´riques, elle
s’impose comme une me´thode de re´fe´rence en simulation de milieu fissure´. La singu-
larite´ est prise en compte dans la discre´tisation. La X-FEM permet alors d’ame´liorer
le taux de convergence qui e´tait re´duit par la singularite´ pour la FEM. Pour un meˆme
maillage, la X-FEM sera plus pre´cise pour une augmentation du nombre de degre´s
de liberte´ faible. En plus de la simulation de fissures, la possibilite´ d’enrichir la
discre´tisation pre´sente de nombreuses applications notamment graˆce a` l’introduc-
tion de la singularite´. La X-FEM permet donc d’utiliser un maillage non-conforme
avec la fissure, aspect tre`s inte´ressant pour la simulation de la propagation ou` le
meˆme maillage peut eˆtre utilise´ pour plusieurs pas de propagation.
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(a) (b)
(c)
sous
poin
(d) Le´gende
Figure 1.10 – Exemple de sous-division d’un quadrangle pour l’inte´gration exacte
de l’enrichissement X-FEM discontinu (en ordre un). Deux points de Gauss sont
repre´sente´s dans chacune des deux direction pour tous les sous e´le´ments.
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1. La DEK-FEM en 2D
1.2.3 Mode`les de propagation de fissures
Une fois la simulation pour un pas de temps ou une position de fissure donne´e,
la difficulte´ est d’identifier les parame`tres controˆlant la propagation de la fissure.
Un bref aperc¸u de ces parame`tres est propose´ lorsqu’une simulation non-line´aire est
ne´cessaire. Les non-line´arite´s en pointe de fissure peuvent eˆtre ge´ome´triques (grands
de´placements ou grandes de´formations), phe´nome´nologique (contact interfacial) ou
constitutives (plasticite´, endommagement,...). L’hypothe`se d’e´lasticite´ line´aire pour
simuler la propagation est ensuite aborde´e. Elle est tre`s largement utilise´e notam-
ment a` travers les facteurs d’intensite´ des contraintes. Des parame`tres et crite`res
de propagation classiques, base´s sur cette hypothe`se, sont pre´sente´s. Il en existe de
nombreux dans des situations planes, mais ils sont plus rares pour des situations
tridimensionnelles [LEB 03, LAZ 08, HAB 12a]. Dans cette partie, l’objectif n’est
pas de donner un aperc¸u exhaustif des diffe´rents crite`res et parame`tres qui ont e´te´
propose´s, mais de montrer dans quelles circonstances et comment les coefficients
asymptotiques des se´ries de Williams peuvent eˆtre utilise´s, en particulier dans le cas
tridimensionnel.
Dans un premier temps, le cas des mate´riaux ductiles est aborde´. Pour ces
mate´riaux, les mode`les de propagation sont ge´ne´ralement directement base´es sur
les contraintes. Les mate´riaux fragiles sont ensuite conside´re´s. Dans ce cas, l’ap-
proche asymptotique peut eˆtre relie´e a` des conside´rations e´nerge´tique. Les mode`les
en contraintes pre´ce´dents peuvent alors eˆtre exprime´s en fonction des facteurs d’in-
tensite´ des contraintes. Enfin, les lois de propagation de fatigue sont conside´re´es. Ces
lois consistent a` extrapoler la propagation de la fissure pour plusieurs cycles a` partir
de l’e´tude d’un cycle. Lorsque le chargement n’est pas proportionnel, la direction de
la propagation est alors plus complexe a` de´terminer.
1.2.3.1 Cas des mate´riaux ductiles
La the´orie de la rupture e´lastique line´aire pre´dit des contraintes et de´formations
infinies en pointe de fissure. Il existe ne´cessairement une process zone dans laquelle
le comportement du mate´riau est non-line´aire. Les phe´nome`nes physiques a` l’origine
de ces non line´arite´s sont complexes [RAV 84, LYN 88, RIT 88]. Pour les mate´riaux
me´talliques, des de´formations plastiques non re´versibles se de´veloppent, des micro-
fissures peuvent apparaˆıtre, des de´fauts apparaissent, grandissent et se regroupent
cre´ant parfois des porosite´s,... La microstructure joue un roˆle pre´ponde´rant, de la
plasticite´ cristalline se de´veloppe dans des grains ainsi que des glissements au niveau
des joints de grains. Les de´fauts de la microstructure catalysent l’apparition de
micro-fissures et de de´fauts. Ces phe´nome`nes peuvent eˆtre e´tendus et piloter la
ruine de la structure, on parle alors de comportement ductile. En effet, un mate´riau
ductile supportant des de´formations importantes apre`s sa limite e´lastique pre´sente
de grandes non-line´arite´s avant rupture.
E´tant donne´ le caracte`re micro-structurel de ces phe´nome`nes, une simulation
a` l’e´chelle micro peut eˆtre re´alise´e. Elle doit alors prendre en compte la micro-
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Figure 1.11 – Orientation possible des incre´ments de propagation d’une fissure 3D.
θc est l’angle de branchement et βc l’angle de de´versement.
structure qui est soit releve´e expe´rimentalement (par exemple en tomographie
par rayons X [CLO 97, LIM 10]), soit ge´ne´re´e nume´riquement [ESP 03, KRA 08].
Pour mode´liser une structure de dimension plus importante, la mode´lisation est
ge´ne´ralement faite a` l’e´chelle macroscopique. Les phe´nome`nes micro-structuraux
sont regroupe´s dans des variables thermodynamiques macroscopiques [LEM 96], en
ge´ne´ral sous la forme de plasticite´ et d’endommagement. Des me´thodes de simulation
de ce type ont fait l’objet de nombreuses the`ses au LAMCOS [ELG 06b, PRA 07,
SIM 10]. L’identification des parame`tres de ces mode`les est une difficulte´ importante,
ils sont notamment fonction de la tempe´rature et de la vitesse de sollicitation.
Les fissures sont alors des zones fortement endommage´es qui se propagent. La
simulation de la ruine et la propagation des fissures est alors naturelle et ne ne´cessite
pas de mode`le de propagation d’interface. L’endommagement peut par exemple eˆtre
simule´ par des e´le´ments cohe´sifs [ORT 99, ZHO 04, CAZ 10a], un mode`le d’endom-
magement non-local [BAZˇ 02, SIM 10] ou la propagation d’un front d’endomma-
gement repre´sente´ par une unique level set dite e´paisse [MOE¨ 11]. De plus ces ap-
proches permettent de mode´liser l’initiation de la fissure et son de´veloppement. Ces
mode`les sont ne´anmoins couˆteux a` identifier. Ils sont riches, et la simulation de
la ruine de structures industrielles est souvent hors de porte´e en temps et en res-
sources ne´cessaires. Deux proble`mes notables existent, la de´pendance au maillage et
la transition entre l’endommagement fort et la discontinuite´.
Aussi des mode`les ont e´te´ de´veloppe´s pour la simulation de structure avec des
fissures macroscopiques qui sont repre´sente´es par des discontinuite´s. Ces mode`les
ne´cessitent l’identification de lois de propagation. Ces lois doivent pre´dire aussi bien
la direction de propagation, la longueur de propagation et les instabilite´s qui peuvent
apparaˆıtre. Elles de´pendent du chargement, de la ge´ome´trie, de la dynamique et de
nombreux parame`tres environnementaux et mate´riaux. Ne´anmoins, cette approche
facilite grandement la simulation.
Une loi de propagation doit pre´dire l’avance´e du front pour un pas de temps ou
un nombre de cycles mais e´galement les directions de propagation. L’orientation est
classiquement de´crite par deux angles illustre´s sur la Figure 1.11, θc l’angle dit de
branchement dans le plan normal au front et βc l’angle dit de de´versement autour de
et. L’e´tude de ce de´versement est complexe et selon la ge´ome´trie et le chargement un
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1. La DEK-FEM en 2D
meˆme e´tat local produira soit un de´versement de tout le front, soit un de´versement
local en plusieurs parties [LAZ 08, ESN 14].
Lorsque les non-line´arite´s comme la plasticite´ sont tre`s e´tendues en pointe de
fissure, la direction de perte d’ellipticite´ (tenseur acoustique) ou la contrainte de
cisaillement sont des pilotes potentiels de la direction de propagation [CAZ 10b]. En
trois dimensions, Haboussa [HAB 12a] a propose´ de prendre la contrainte e´quivalente
au sens de von Mises σvM . La direction de propagation (θc, βc), est la direction autour
du front dans laquelle σvM est maximale
∂σvM
∂θ
(θ, β) = 0, et
∂σvM
∂β
(θ, β) = 0. (1.67)
A` partir d’une extrapolation des champs e´lastiques line´aires en de´formations
planes, les directions de propagation sont calcule´es par une approche semi-
analytique [HAB 12a]
θshearc = sign(σ˜tn)
pi
4
(
1 +
8ν
125
)
arctan
∣∣∣∣∣∣
3σ˜1n
(
1− σ˜3n
20
)
5σ˜2n
∣∣∣∣∣∣ , (1.68)
βshearc = sign(σ˜ts)
1
2
arctan
[
σ˜ss(θ
shear
c )− σ˜θθ(θshearc )
2σ˜θs(θshearc )
]
. (1.69)
σ˜1n =
|σ˜nn|
|σ˜nn|+ |σ˜tn|+ |σ˜ts| , σ˜2n =
|σ˜tn|
|σ˜nn|+ |σ˜tn|+ |σ˜ts| et σ˜2n =
|σ˜tn|
|σ˜nn|+ |σ˜tn|+ |σ˜ts|
sont des contraintes norme´es entre elles comme introduit pour les facteurs d’intensite´
des contraintes par [SCH 02]. Les contraintes σ˜ sont des contraintes moyennes autour
du front de fissure. En effet, une e´valuation des contraintes au niveau du front sera
fortement impre´cise, aussi une moyenne locale permet de gagner en robustesse. Elles
sont des grandeurs plus significatives que l’interpolation en un point des contraintes
autour du front. Ces contraintes ont notamment e´te´ utilise´es avec succe`s en pre´sence
de plasticite´ e´tendue [FRA 13], et pour simuler la transition entre la rupture en
cisaillement et en tension [HAB 12b]. Elles sont obtenues en moyennant sur une
demi-sphe`re Vs de rayon R en pointe de fissure avec une fonction de ponde´ration
σ˜jk =
∫
Vs
e10 d
2/R2σjk(x) dV (x)∫
Vs
e10 d2/R2 dV (x)
, ∀(j, k) ∈ (t, n, s)2, (1.70)
ou` d est la distance entre le front et le point courant x. Le choix du rayon R est
ge´ne´ralement fait sur des conside´rations nume´riques (quelques e´le´ments) mais reste
un parame`tre sensible.
Le crite`re RKR [RIT 73] de de´clenchement de la propagation est e´galement utilise´
pour ces approches locales. Il est ge´ne´ralement base´ directement sur la comparaison
de la contrainte principale maximale σ˜M a` une contrainte critique σc{
si σ˜M < σc a˙ = 0,
si σ˜M > σc a˙ > 0.
(1.71)
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Comme synthe´tise´ dans [PRA 08], σM peut soit eˆtre calcule´e a` une longueur ca-
racte´ristique du front dans la direction de propagation soit eˆtre e´value´e en moyenne
avec l’e´quation (1.70). Si la fissure avance, on peut par exemple utiliser la popu-
laire [FRE 98] loi introduite par Kanninen et Popelar [KAN 85] pour quantifier la
vitesse de propagation
a˙ =
(
1− σIc
σ˜M
)
cr. (1.72)
Ou` cr est la vitesse des ondes de Rayleigh dans le mate´riau. Elle est utilise´e par
exemple par [GRE´ 07].
Lorsque les de´formations en pointe de fissure sont moins importantes, la
contrainte d’ouverture prend le pas sur la contrainte de cisaillement. La transi-
tion entre les deux a e´te´ e´tudie´e dans [HAB 12b, HAB 12a], et peut eˆtre calcule´e a`
partir d’une loi des me´langes sur un crite`re en de´formation moyenne. Dans ce cas, le
crite`re de de´marrage de la fissure e´quation (1.71) et la loi de propagation de´finie par
l’e´quation (1.72) sont bien adapte´s. Cette situation, ou` les phe´nome`nes non-line´aires
sont de moindre importance, est mieux maˆıtrise´e.
Lorsque l’ouverture domine la propagation, une hypothe`se pertinente peut eˆtre
de conside´rer que la fissure propagera dans la direction ou` la contrainte de traction
est maximale [ERD 63]. Ce crite`re classique est e´quivalent [HAB 12a] au crite`re pro-
pose´ par Scho¨llmann et al. [SCH 02] qui postule que la propagation se fera dans
la direction ou` la plus grande composante de la contrainte principale est maximale.
De la meˆme manie`re que pre´ce´demment, a` partir d’une extrapolation des champs
e´lastiques line´aires en de´formations planes, les directions de propagation sont cal-
cule´es par une approche semi-analytique
θtensc = sign(σ˜tn)2 arctan
1
4
(
1 + σ˜1n − (1− σ˜3n)p
σ˜2n
)
−
√(
1 + σ˜1n − (1− σ˜3n)p
σ˜2n
)2
+ 8
 ,
(1.73)
βtensc = sign(σ˜ts)
1
2
arctan
[
2σ˜θs(θ
tens
c )
σ˜θθ(θtensc )− σ˜ss(θtensc )
]
. (1.74)
Avec p = (
√
pi − 5ν)/4.
Ces mode`les de propagation de discontinuite´s macroscopiques pour des non-
line´arite´s importantes en pointe de fissure sont obtenus par extension de la the´orie
e´lastique line´aire en deux dimensions. C’est particulie`rement vrai pour les directions
de propagation θshearc , β
shear
c , θ
tens
c et β
tens
c . Il est e´galement possible de suivre les
de´finitions a` la lettre et de calculer une contrainte moyenne dans plusieurs directions
autour du front. Pour eˆtre pre´cise, cette approche ne´cessitera un raffinement du
maillage important autour du front et des calculs dans de nombreuses directions.
1.2.3.2 Les mate´riaux fragiles
Cette appellation regroupe les mate´riaux pour lesquels une fissure se propage en
ge´ne´rant peu de non-line´arite´s en pointe de fissure. Ils ont e´te´ tre`s e´tudie´s puisqu’ils
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1. La DEK-FEM en 2D
permettent d’utiliser des mode`les e´lastiques line´aires et que la fissuration y est la
source principale de dissipation. Dans ce cadre, les lois de propagation de fissure
(crite`re de propagation, vitesse et orientation) sont bien e´tablis. La difficulte´ est alors
de quantifier quelle ampleur de non-line´arite´s est acceptable par de tels mode`les.
Approche e´nerge´tique
En conside´rant que la seule source de dissipation est la propagation du front
de fissure, il est possible d’identifier un crite`re de propagation efficace. L’initiation
de cette de´marche est attribue´e a` Griffith (1920) [LEB 03]. Elle est de´taille´e par
Leblond [LEB 03] et consiste a` dire que le travail des forces exte´rieures Wext est
stocke´ sous forme d’e´nergie libre e´lastique We´l ou dissipe´ (sans e´le´vation de chaleur)
par la propagation de fissure. La propagation de la fissure provoque une dissipa-
tion d’e´nergie Gc par unite´ de longueur. Lorsque l’e´nergie cine´tique Wcin n’est pas
ne´gligeable, le premier principe sans e´chauffement donne
∂Wext = ∂We´l + ∂Wcin +GcdA, (1.75)
ou` dA est l’incre´ment de propagation de la fissure. Le syste`me est donc fonction
du chargement et de la surface de la fissure A. Finalement, les deux principes de la
thermodynamique donnent { (
−∂Ep
∂a
−Gc
)
a˙ = 0,
Gcl˙ > 0.
(1.76)
Dans cette expression, Ep est l’e´nergie potentielle totale (des forces conservatives et
de la de´formation e´lastique), et a la longueur de la fissure. A` chargement constant,
sa de´rive´e est appele´e taux de restitution d’e´nergie G = −∂Ep
∂a
.
Cette approche fournit donc un crite`re de propagation : G = Gc. Cependant il
ne permet pas de de´terminer la direction de propagation. Erdogan et Sih [ERD 63]
ont propose´ de conside´rer que la direction de propagation soit guide´e par la direc-
tion dans laquelle le taux de restitution d’e´nergie est maximal. C’est-a`-dire, pour le
chargement donne´, en conside´rant une extension de fissure fixe´e dat dans toutes les
directions de l’espace, la direction dans laquelle le taux de restitution est maximal.
En quasi-statique, pour un chargement compatible avec la ge´ome´trie initiale de
la fissure, ce taux de restitution d’e´nergie peut se calculer a` partir des facteurs
d’intensite´ des contraintes
G =
1
E∗
(K2I +K
2
II) +
1
2µ
K2III , avec

E∗ = E en contraintes planes,
E∗ = E
1−ν2 en de´formations planes,
E∗ variable en 3D (Section 1.2.4.2).
(1.77)
Cette formule est ge´ne´ralement aussi utilise´e pour des fissures non rectilignes bien
que les tentatives de ge´ne´ralisation a` des directions de propagation quelconques
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Figure 1.12 – Repre´sentation du crite`re de plasticite´ confine´ propose´ par [SUR 98].
ne soit pas encore abouties [LEB 03]. Cette relation permet de faire le lien entre
cette approche e´nerge´tique et les de´veloppements asymptotiques en pointe de fissure
pre´sente´s en Section 1.1.2. La manie`re dont ces de´veloppements peuvent eˆtre utilise´s
pour les lois de propagation est l’objet de la partie suivante.
Approche asymptotique
Dans la Section 1.1.2, des parame`tres caracte´risant la singularite´ (les facteurs
d’intensite´ des contraintes K) ont e´te´ identifie´s par une e´tude asymptotique lors-
qu’une fissure est pre´sente dans un milieu e´lastique line´aire en situation plane. Cette
hypothe`se de comportement line´aire e´lastique est inte´ressante et pourra eˆtre utilise´e
avec pre´cision quand les non-line´arite´s en pointe de fissure comme la plasticite´ res-
tent confine´es. Suresh [SUR 98] propose de quantifier cette de´finition en la liant a`
la notion de K-dominance. Cette zone est de´finie comme la zone ou` les contraintes
devient du champ de contraintes associe´ aux facteurs d’intensite´ des contraintes
(pre´cise´ e´quation (1.27)) de moins de 10% au sens de von Mises. Les non-line´arite´s
sont alors conside´re´es comme confine´es si elles sont restreintes dans une zone plus
petite que la zone de K-dominance, comme illustre´ Figure 1.12.
Lorsque cette hypothe`se est ve´rifie´e, les facteurs d’intensite´ des contraintes sont
les parame`tres caracte´risant au mieux la fissure. Ils s’imposent naturellement dans
les lois de propagation. Cette hypothe`se est ve´rifie´e pour des mate´riaux dits fra-
giles comme de nombreux me´taux (e.g., fontes) notamment a` basse tempe´rature,
les ce´ramiques, le verre,... En pratique, les facteurs d’intensite´s peuvent aussi eˆtre
utilise´s en dehors de ce cadre dans des simulations non-line´aires [ELG 06a].
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1. La DEK-FEM en 2D
Le crite`re de de´clenchement de la propagation de la fissure en contrainte d’ou-
verture peut encore eˆtre utilise´. Ne´anmoins, ce crite`re local est moins attrayant que
le recours au crite`re en taux de restitution d’e´nergie G = Gc qui est une grandeur
globale. Enfin, pour une propagation en mode I, ce mode`le est e´quivalent (confe`re
e´quation (1.77)) a` un crite`re sur le facteur d’intensite´ des contraintes KI = KI c.
Les facteurs d’intensite´ des contraintes sont associe´s a` un champ de contraintes au
voisinage du front, ils permettent de calculer directement la direction de propagation
pour les crite`res usuels qui sont base´s sur les e´tats de contraintes locaux, notamment
ceux de´ja` e´nonce´s. Le crite`re de contrainte d’ouverture maximal [ERD 63] autour
du front pour un chargement en de´formations planes [HAB 12a] pre´dit par exemple
θtensc = 2 arctan
1
4
(
1 +KI − (1−KIII)p
KII
)
−
√(
1 +KI − (1−KIII)p
KII
)2
+ 8
 ,
(1.78)
avec p = (
√
pi − 5ν)/4. C’est e´galement a` partir de ces champs que Scho¨llmann et
al. [SCH 02] ont propose´ la direction β rappele´ par l’e´quation (1.74) pour le crite`re
en contrainte d’ouverture maximale. Ces re´sultats sont semblables a` ceux obtenus
avec un crite`re en contrainte principale maximale [SCH 02, HAB 12a].
Les champs asymptotiques permettent e´galement d’appliquer le crite`re sur la
direction qui maximise le taux de restitution d’e´nergie G. Une application directe
de ce crite`re ne´cessiterait d’e´valuer G pour une extension de fissure dans toutes les
directions autour du front. Cependant, dans des situations planes, il est possible
d’exprimer les facteurs d’intensite´ des contraintes K∗i et donc le taux de restitution
d’e´nergie G∗, juste apre`s branchement (pour une extension du front dans une di-
rection donne´e) en fonction des facteurs d’intensite´ des contraintes a` la position du
front actuelle et de l’angle de branchement [LEB 03][
K∗I (θc)
K∗II(θc)
]
= f(θc)
[
KI
KII
]
, (1.79)
f(θc) est une fonction line´aire de´pendant de l’angle de branchement. Cette fonction
est connue (nume´riquement ou aux premiers ordres) et est valable pour toutes les
situations ou` la fissure (et sa branche) sont continues et re´gulie`res.
Dans la plupart des expe´riences mene´es, et pour les crite`res pre´ce´dents, la fissure
tend a` e´voluer vers une direction ou` seul le mode I est active´. C’est-a`-dire celle qui
annule les autres modes (KII et KIII), ils ve´rifient{
KII = 0 =⇒ θc = 0
KIII = 0 =⇒ βc = 0 et leur contrapose´e
{
θc 6= 0 =⇒ KII 6= 0
βc 6= 0 =⇒ KIII 6= 0
(1.80)
C’est l’argument du principe de syme´trie locale e´tendu aux trois dimen-
sions [GOL 74]. Il tire sont nom du fait que le mode I est un mode syme´trique,
les champs me´caniques obtenus dans le plan de fissuration sont donc localement
syme´triques. L’application de ce crite`re avec l’expression (1.79) est directe.
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1.2.3.3 Les lois de fatigue
En fatigue, une fissure est soumise a` des sollicitations cycliques. Elle propage
pour des sollicitations faibles, c’est-a`-dire a` des niveaux de contraintes (ou de taux
de restitution d’e´nergie) bien plus faible (< 50%) que la valeur limite σc (ou Gc).
Pour ce type de sollicitations, l’hypothe`se de plasticite´ confine´e peut eˆtre applique´e
a` un spectre de mate´riaux assez large [SUR 98, NEW 98]. En effet, la zone plastique
active´e est plus petite puisque les sollicitations sont plus faibles, en particulier pour
la fatigue a` grand nombre de cycles. Les facteurs d’intensite´ des contraintes e´tant
les parame`tres dominants dans cette situation, ils se sont rapidement impose´s dans
nombre de lois de propagation. Pour ce type de sollicitations, la vitesse de propaga-
tion est ge´ne´ralement exprime´e en m/cycle. La simulation de tout les cycles n’e´tant
pas nume´riquement envisageable, une extrapolation est re´alise´e pour de nombreux
cycles a` partir d’une simulation de quelques cycles.
Suite a` l’introduction des champs asymptotiques et des facteurs d’intensite´ des
contraintes, en mode I, a` cycle de chargement constant, Paris et al. [PAR 61] ont
constate´ que l’avance´e de la fissure par nombre de cycle da
dN
e´tait proportionnelle a`
la variation du facteur d’intensite´ des contraintes sur un cycle dans un diagramme
logarithmique. Ils ont donc propose´ une loi de propagation en fatigue
da
dN
= C(∆KI)
η, avec ∆KI = K
max
I −KminI , (1.81)
ou` les coefficients C et η sont des proprie´te´s mate´riaux de´termine´es
expe´rimentalement. Cette loi a e´te´ ve´rifie´e par de nombreuses e´tudes, et est une
re´fe´rence en fatigue pour une large plage de ∆K, la re´gion II de la Figure 1.13.
Un autre parame`tre a e´te´ propose´ [MCE 58]. Il s’est ave´re´ que les deux e´taient
e´quivalents.
1.2.3.4 Chargement proportionnel
Des extensions de cette approche a` des chargements en mode mixte ont e´te´
propose´es en conside´rant un facteur d’intensite´ des contraintes effectif a` partir de
plusieurs modes ∆Keq. Nous conside´rons dans un premier temps des situations ou`
le rapport entre les diffe´rents modes de chargement est constant. Le chargement est
alors dit proportionnelles. Pour ce type de chargement, la direction de propagation
est ge´ne´ralement de´termine´e a` partir des crite`res pre´ce´dents. Dans des situations
planes, qui sont les plus simples a` e´tudier, Tanaka [TAN 74] a propose´ une expression
de Keq base´e sur une approche en de´placement
Keq = 4
√
K4I + 8K
4
II , dans
da
dN
= C(∆Keq)η, (1.82)
Cette expression a e´te´ ve´rifie´e expe´rimentalement en modes plans, elle est tre`s utilise´e
en fatigue [QIA 96]. Dans l’e´tat de l’art propose´ par Qian et Fatemi [QIA 96], l’exten-
sion au mode III est pre´sente´e comme complexe a` cause notamment du de´versement
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Figure 1.13 – Les trois re´gimes de propagation d’une fissure de fatigue a` grand
nombre de cycles.
du front en une ou plusieurs facettes selon le comportement du mate´riau et le char-
gement. Des extensions ont ne´anmoins e´te´ propose´es [TAN 74, POO 85, RIC 08]
mais sans faire consensus.
Les facteurs d’intensite´ des contraintes sont les parame`tres dominants en
pointe de fissure en e´lasticite´ line´aire. Cependant, Brown et Miller [BRO 85] ont
montre´ que la vitesse de propagation e´tait e´galement fonction du second terme du
de´veloppement asymptotique, le T-stress. L’influence de ce parame`tre est mise en
e´vidence expe´rimentalement en trois dimensions [GIA 11]. Hutarˇ et al. [HUT 06]
ont traduit cette influence sur les coefficients de la loi de Paris qui de´pendent forte-
ment de la ge´ome´trie et du chargement. En mode I, ils ont montre´ qu’il e´tait possible
d’identifier une loi fonction de ∆KI et T valable pour diffe´rentes ge´ome´tries
da
dN
= C
[
H
(
T
σy
)
∆KI
]η
. (1.83)
σy est la limite e´lastique du mate´riaux. Ils ont e´galement montre´ que la fonc-
tion H e´tait lie´e a` la taille de la zone plastique. Ce parame`tre est e´galement
pre´ponde´rant [HAM 05, GAL 11] dans le mode`le de´veloppe´ par Pommier et al. ca-
racte´rise´ par l’e´quation (1.85).
D’autres parame`tres ont e´galement e´te´ utilise´s pour mettre au point des lois
de propagations. Wheeler [WHE 72] a propose´ un mode`le base´ sur la taille de la
zone plastique. Un autre parame`tre tre`s utilise´ est le crack tip opening displacement
CTOD (ou angle, CTOA), Newman et al. [NEW 03] en proposent une synthe`se.
Directement lie´ a` l’ouverture de la fissure, il est e´galement directement mesurable a`
partir de techniques d’imagerie. Dans la cas plastique parfait, il peut eˆtre relie´ avec
une e´valuation du taux de restitution d’e´nergie.
Ces lois empiriques sont mises en e´chec lorsque l’environnement e´volue ou que
le chargement change, ce qui limite la plage d’application d’une telle loi [CIA 08].
Comme illustre´ sur la Figure 1.13, la loi de Paris n’est valable que pour une cer-
54 Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Me´thodes nume´riques pour la simulation de fissures et lois de propagation
sillage plastique
PLASTICITÉ
oxydes
OXYDATION RUGOSITÉ DÉTACHEMENT 
DE FRAGMENTS
fragments
charge
max
charge
min
Figure 1.14 – Reproduction de la figure de [SUR 82] sur les origines physiques
principales de la refermeture.
taine plage de facteur d’intensite´ des contraintes. C’est-a`-dire pour des chargements
raisonnables (on retrouve le proble`me de la plasticite´ confine´e), et pour des fissures
suffisamment longues. La taille par rapport a` la microstructure peut notamment
jouer. La re´gion I illustre qu’un seuil de facteur d’intensite´ existe en dec¸a` duquel il
n’y a pas propagation, la microstructure joue alors un roˆle important. A l’inverse,
pour des valeurs trop importantes la structure rompt en quelques cycles, re´gion III.
Enfin, il est bon de rappeler que cette loi ne permet pas de prendre en compte
l’initiation de la fissure qui peut eˆtre la phase principale de la dure´e de vie en fa-
tigue [NEW 98].
Pour rendre cette loi plus ge´ne´rale, il faut alors augmenter le nombre de pa-
rame`tres. Le rapport de charge R = K
min
Kmax
impacte la vitesse de propagation et peut
eˆtre pris en compte dans la loi de propagation. Il est lie´ a` la refermeture de la fissure,
en effet, pour des rapport R faible (< 0.2), les le`vres de la fissure peuvent entrer
en contact. Ce phe´nome`ne introduit pour la plasticite´ par Elber [ELB 70] est d’une
importance cruciale pour la propagation. Une pre´sentation sche´matique serait de
dire que le chargement est tel que la fissure est ferme´e (au moins sa pointe loca-
lement) pendant une partie du chargement et que cette partie du chargement ne
contribue pas a` la propagation du front. Cette ide´e e´tait sous-jacente de l’approche
CTOD/CTOA, et s’approche de la notion de seuil Kouv de la re´gion I. Les justifica-
tions physiques d’une telle refermeture sont nombreuses, Suresh et Ritchie [SUR 82]
en ont identifie´ les principales qui sont repre´sente´es Figure 1.14. Cette approche peut
eˆtre inclue dans la loi de propagation en modifiant directement la de´finition de ∆K,
on parle alors ge´ne´ralement d’une valeur effective ∆Keff
da
dN
= C(∆Keff )η, avec ∆Keff = Kmax −Kouv. (1.84)
Cependant, la relation entre le comportement du mate´riau et la loi de pro-
pagation n’est pas encore bien comprise [POM 02]. Lorsque le chargement cy-
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Figure 1.15 – Zone de plasticite´ reverse sous un chargement cyclique, c’est cette
zone qui sera active´e pour un cycle.
clique n’est pas constant, pour des mate´riaux a` e´crouissage isotrope notam-
ment, les lois de propagation base´es sur les facteurs d’intensite´s des contraintes
seuls sont e´galement mises en e´chec. En effet, la propagation est influence´e par
l’histoire du chargement. Par exemple, une surcharge aura un effet important
sur la propagation [POM 02, POM 09a], un e´tat de l’art est propose´ par Sko-
rupa [SKO 98, SKO 99]. Pour des mate´riaux plastiques a` e´crouissage isotrope, ce
phe´nome`ne peut s’expliquer qualitativement : la surcharge cre´e une zone plastique
importante en pointe de fissure qui par le biais de l’e´crouissage devient plus re´sistante
et ralentit la propagation de la fissure. En conside´rant la zone plastique cyclique,
Wheeler [WHE 72] a propose´ un mode`le permettant dans une certaine mesure, de
prendre en compte ce phe´nome`ne. En effet, dans un milieu avec un histoire plastique,
la plasticite´ active´e pendant un cycle est ge´ne´ralement plus faible (ce phe´nome`ne
appele´ plasticite´ reverse est illustre´ sur la Figure 1.15). Un cycle ne subit que l’am-
plitude du chargement, et la plasticite´ en pointe de fissure ge´ne`re un compression
lors de la de´charge, la limite e´lastique apparente est donc de l’ordre de 2σy pour
chaque passage charge/de´charge ou de´charge/charge, re´duisant d’autant la taille de
la zone plastique dite cyclique [SUR 98].
Pour simuler ces phe´nome`nes et calculer les parame`tres comme le CTOD
(ne´cessaire pour utiliser des lois de propagations adapte´es) ou e´valuer la referme-
ture, on peut recourir a` une simulation plastique d’un milieu fissure´. Le contact
entre les le`vres de la fissure doit eˆtre pris en compte. Cette simulation doit eˆtre tre`s
fine autour du front qui propage pour identifier correctement ces phe´nome`nes tre`s
locaux en pointe de fissure [ANQ 88]. Pour simplifier ce type de simulation, on peut
re´duire l’information plastique sur les le`vres de la fissure. Un exemple populaire est
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l’utilisation d’un mode`le de´rive´ des approches cohe´sives [NEW 81]. Pommier et al.
[POM 07, POM 09b] ont propose´ un mode`le ou` les non line´arite´s sont stocke´es en
pointe de fissure, le reste du domaine e´tant e´lastique line´aire. Ce mode`le se base sur
un facteur d’intensite´ de l’e´coulement plastique ρ dont la loi d’e´volution spe´cifique
au mate´riau est identifie´e par une approche multi-e´chelle a` partir d’essais. ρ s’appa-
rente a` la taille de la zone plastique, il e´volue notamment avec le T -stress. La loi de
propagation propose´e est alors fonction du temps
da
dt
=
{
C
2
dρ
dt
si dρ
dt
> 0
0 sinon
. (1.85)
Chargement non-proportionnel
Pour des chargements complexes, notamment pour des fissures de fretting qui
s’e´tablissent dans les zones de contact frottant, le rapport entre les diffe´rents modes
de chargement n’est pas constant, le chargement est dit non-proportionnel. Il se
traduit en terme de facteurs d’intensite´ des contraintes par
Kj(t)
Kk(t)
6= constante, ∀(j, k) ∈ (I, II, III)2. (1.86)
La difficulte´ de ce type de chargement vient du fait que les extremums des quan-
tite´s utilise´es pour de´terminer les crite`res de propagation ne sont plus atteints si-
multane´ment. La de´termination d’un ∆Keq n’est donc plus naturelle. Pour ces si-
tuations, Hourlier et al. [HOU 85] ont propose´ un crite`re re´unissant direction et
longueur de propagation. Il stipule que la fissure propagera dans la direction pour
laquelle le taux de propagation par cycle est le plus grand, a` ce taux. A` une position
donne´e, on calcule donc pour tous les temps t d’un cycle, dans toutes les directions θ
da
dN
(θ, t) = f(∆K∗I (θ, t)) (1.87)
ou` f est une loi de propagation base´e sur une amplitude de facteur d’inten-
site´ efficace pour le mate´riaux et le niveau de chargement conside´re´. Comme
pour l’e´quation (1.79), l’e´toile re´fe`re a` l’expression des facteurs d’intensite´ des
contraintes apre`s bifurcation en fonction des facteurs d’intensite´ des contraintes
a` la position conside´re´e. Ce crite`re a donne´ des re´sultats inte´ressants comparables
a` l’expe´rience [BAI 13]. La simulation de fissure sous sollicitations contact (fretting
et roulement) a e´te´ e´tudie´e au LAMCOS notamment par Lamacq et al. [LAM 96],
Ribeaucourt et al. [RIB 07], Pierres [PIE 10] et Trolle´ [TRO 14].
Bien qu’ayant des limites, les facteurs d’intensite´ des contraintes sont utilise´s
pour une plage large de proble`mes. Il faut donc eˆtre capable de les identifier lors de
simulations pour pouvoir mode´liser la propagation. Des me´thodes de calcul de ces
parame`tres dans des simulations sont pre´sente´es dans la section suivante. Dans des
situations de plasticite´ confine´e, d’autres coefficients asymptotiques ont de´montre´
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1. La DEK-FEM en 2D
leur importance, comme notamment le T -stress [HUT 06, HAM 05]. On s’inte´ressera
donc e´galement aux me´thodes permettant son identification ainsi que celles des
ordres supe´rieurs.
1.2.4 Obtention des facteurs d’intensite´ des contraintes par
post-traitement des champs me´caniques
Les premie`res me´thodes consistent a` extraire directement les FIC a` partir des
champs calcule´s, du saut de de´placements par exemple. On citera notamment la
technique base´e sur la crack closure virtuelle [RYB 77]. Les me´thodes les plus uti-
lise´es pour obtenir les facteurs d’intensite´ des contraintes sont base´es sur l’inte´gration
des champs me´caniques en pointe de fissure. Ces me´thodes permettent de prendre
en compte une information riche dans un espace autour du front. Les erreurs
de discre´tisation sont ainsi lisse´es, et les non-line´arite´s localise´es au niveau du
front n’entrent pas en jeu directement. Cette inte´gration correspond a` une projec-
tion. D’autres me´thodes de projections plus directes sur les champs asymptotiques
donnent e´galement des re´sultats potentiellement pre´cis.
1.2.4.1 L’inte´grale invariante de contour
A` partir des travaux d’Eshelby, Rice [RIC 68a] a introduit l’inte´grale de
contour Jc
Jc =
∫
C
We´lδtknk − σjk ∂uj
∂xt
nk ds. (1.88)
We´l =
σjkjk
2
est l’e´nergie de de´formation. n est la normale sortante au contour C
comme repre´sente´e Figure 1.16.
Cette inte´grale est inde´pendante du contour C [RIC 68a], si les conditions sui-
vantes sont ve´rifie´es :
1. C est un contour reliant une face de la fissure a` l’autre en passant par la
matie`re dans un plan orthogonal au front (confe`re Figure 1.16),
2. La fissure est rectiligne entre les points d’intersection du contour avec les le`vres
de la fissure et le front (les segments C+ et C− de la Figure 1.16 prolonge´s
jusqu’au front),
3. Les le`vres C+ et C− prolonge´es jusqu’au front sont libres d’efforts,
4. Il n’y a aucune force volumique a` l’inte´rieur du domaine de´limite´ par C∩C+∩
C−.
Budiansky et Rice [BUD 73] ont ensuite montre´ que cette inte´grale correspondait
a` la premie`re composante du vecteur des forces configurationnelles, concept popu-
larise´ et de´veloppe´ par Maugin [MAU 11], avec des applications 3D [MIE 07]. En
conside´rant un contour circulaire dont le rayon tend vers 0, Rice [RIC 68a] a` montre´
que cette inte´grale permettait d’e´valuer le taux de restitution d’e´nergie Jc = G.
Elle rend donc applicable la the´orie e´nerge´tique de la rupture de Irwin introduite
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L+
L-
en
et
C
C+
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n
Ci
D
Figure 1.16 – Parame´trage de l’inte´grale de contour en pointe de fissure.
Section 1.2.3.2. Dans le cas particulier d’une fissure soumise a` un chargement en
mode I, la formule (1.77) permet de calculer le facteur d’intensite´ mode I. Elle ne
permet ne´anmoins pas d’isoler chacun des trois modes.
Pour calculer pre´cise´ment cette inte´grale a` partir d’une solution approche´e, il est
inte´ressant de moyenner les champs sur un domaine e´loigne´ du front de la fissure.
Le domaine permet de prendre plus d’informations que le contour, et sa frontie`re
peut eˆtre choisie conforme au maillage (en 2D) pour simplifier l’inte´gration. Du fait
de la singularite´, des erreurs plus importantes sont commises en pointe de fissure,
zone qu’il sera donc inte´ressant d’exclure. On peut transformer une inte´grale de
contour ferme´ (C ′ = C ∪ C+ ∪ C− ou` C+ et C− sont prolonge´s jusqu’au front)
en inte´grale de domaine avec l’introduction d’un champ dit d’extension virtuelle
de fissure q [MOR 87]. Cette me´thode est analogue (i.e., q ≡ θ) a` la me´thode G−θ
de´veloppe´e par le Suo et Combescure [SUO 92]. Ce champ q est un champ scalaire, il
doit eˆtre continu. Le the´ore`me de la divergence permet alors de re´e´crire l’inte´grale Jc
en une inte´grale de domaine Jd
Jd =
∫
Ω
(
We´lδtk − σjk ∂uj
∂xt
)
∂q
∂xt
dΩ. (1.89)
Dans cette expression, Ω est le domaine entier. En pratique, on choisit un champ
d’extension virtuelle de fissure constant (=1) a` l’inte´rieur du contour inte´rieur Ci
et nul a` l’exte´rieur du contour exte´rieur C. L’inte´grale est donc uniquement e´value´e
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1. La DEK-FEM en 2D
sur une couronne D autour du front
Jd =
∫
D
(
We´lδtk − σjk ∂uj
∂xt
)
∂q
∂xt
dΩ. (1.90)
En pratique, le domaine D est choisi conforme au maillage. Il est alors aise´ de
calculer un champ d’extension virtuelle q comme solution d’un proble`me de diffusion
thermique entre deux conditions aux limites sur le contour exte´rieur C et le contour
inte´rieur Ci. L’inte´gration est e´galement re´alisable e´le´ment par e´le´ment avec une
me´thode de Gauss.
Ce raisonnement peut eˆtre e´tendu pour prendre en compte le contact sur
les le`vres [DOL 01, RIB 07], par exemple en fatigue [RIB 07] et en trois di-
mensions [PIE 10, TRO 14]. Des efforts apparaissent sur les le`vres ou` le contact
existe C−∩C+. Ces efforts apparaissent donc sur le contour ferme´ C ∪C−∪C+∪Ci
permettant d’appliquer le the´ore`me de la divergence. Ils s’ajoutent a` l’inte´grale de
domaine
Jdf = Jd +
∫
C+∩C−
σtn
(
∂u−t
∂xt
− ∂u
+
t
∂xt
)
ds (1.91)
Pour un comportement non-line´aire, l’e´nergie de de´formation peut eˆtre de´finie
comme [BUI 78]
Wp =
∫ ij
0
σjkdjk. (1.92)
Cette de´finition est valable si les contraintes de´rivent d’un potentiel, la proprie´te´
d’inde´pendance au contour est conserve´e uniquement pour un chargement mono-
tone. Dans un cadre ge´ne´ral, l’e´criture de l’e´nergie de de´formation comple`te ajoute
a` l’inte´grale J une inte´grale de domaine J ′. En pratique, par exemple pour de la plas-
ticite´ peu e´tendue, on choisit un contour C et un contour inte´rieur Ci qui sont plus
grands que la zone plastique pour que la modification J ′ soit ne´gligeable [SCH 89].
Ainsi, le calcul de l’inte´grale J a` partir de l’e´quation (1.90) est une bonne approxi-
mation du taux de restitution d’e´nergie. La prise en compte de non-line´arite´s plus
complexes est encore en de´veloppement. Les forces configurationnelles [MAU 11]
sont une voie d’extension possible [KOL 14] pour de´velopper de nouvelles lois de
propagation.
Lorsque la fissure est sollicite´e en mode mixte, il devient ne´cessaire de
de´terminer les diffe´rents facteurs d’intensite´ des contraintes se´pare´ment. A` partir
de l’inte´grale J , Yau et al. [YAU 80] ont propose´ une me´thode pour les de´terminer.
Cette me´thode appele´e inte´grale d’interaction est tre`s largement utilise´e [GOS 02].
On conside`re un e´tat me´canique comme la somme de l’e´tat courant de la struc-
ture (uj, jk, σjk) et d’un e´tat auxiliaire (u
(aux)
j , 
(aux)
jk , σ
(aux)
jk ). On peut alors re´e´crire
l’inte´grale J sous sa forme en domaine par exemple comme
J
c+(aux)
d =
∫
D

(
σjk + σ
(aux)
jk
)(
jk + 
(aux)
jk
)
2
δtk −
(
σjk + σ
(aux)
jk
) ∂uj + u(aux)j
∂xt
 ∂q
∂xt
dΩ.
(1.93)
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A` partir de cette expression, il est possible de de´velopper et de re´organiser cette
e´quation comme
J
c+(aux)
d = Jd + J
(aux)
d + I
(aux)
d . (1.94)
C’est le terme I
(aux)
d qui est appele´ inte´grale d’interaction, il prend la forme
I
(aux)
d =
∫
D
(
W c+(aux)δtk − σjk
∂u
(aux)
j
∂xt
− σ(aux)jk
∂uj
∂xt
)
∂q
∂xt
dΩ. (1.95)
Avec W c+(aux) = σjk
(aux)
jk = σ
(aux)
jk jk l’e´nergie e´lastique de l’interaction entre les
deux e´tats.
En de´finissant les champs auxiliaires comme la somme des champs asymptotiques
en pointe de fissure pour les deux modes plans (ordre n = 1 dans l’e´quation (1.18)),
en de´formations planes, on obtient
I
(aux)
d =
2
E∗
(
KIK
(aux)
I +KIIK
(aux)
II
)
. (1.96)
En choisissant les champs auxiliaires comme chacun des modes purs, il est alors
possible d’identifier la valeur de chacun des facteurs d’intensite´ des contraintes. On
utilisera les deux combinaisons suivantes
K
(aux)
I = 1, K
(aux)
II = 0, K
(aux)
III = 0,⇒ KI =
E∗
2
I
(aux)
d ,
K
(aux)
I = 0, K
(aux)
II = 1, K
(aux)
III = 0,⇒ KII =
E∗
2
I
(aux)
d ,
(1.97)
Cette inte´grale est inde´pendante du contour sous les meˆmes conditions que
l’inte´grale J . De la meˆme manie`re elle peut eˆtre e´tendue au proble`me du contact
et les non-line´arite´s sont envisageables tant qu’elles restent confine´es. C’est une
me´thode robuste pour obtenir les facteurs d’intensite´ des contraintes en mode
mixte par post-traitement des champs me´caniques. Kfouri [KFO 86] a propose´ une
me´thode proche de l’inte´grale d’interaction permettant d’obtenir le T -stress. Elle
consiste a` prendre des champs auxiliaires particuliers apre`s avoir de´termine´ KI .
1.2.4.2 Extension des me´thodes inte´grales en 3D
Ces raisonnements sont faits pour des situations bidimensionnelles, leur extension
a` des cas tridimensionnels n’est pas e´vidente. Une premie`re approche pourrait eˆtre de
se mettre dans un plan orthogonal au front et d’y calculer, par exemple, l’inte´grale
d’interaction de domaine pour obtenir les facteurs d’intensite´ des contraintes. En
s’inte´ressant e´galement aux de´placements hors plan, l’inte´grale d’interaction avec
les champs auxiliaires comme la somme des trois modes, on obtient
I
(aux)
d =
2
E∗
(
KIK
(aux)
I +KIIK
(aux)
II
)
+
1
2µ
KIIIK
(aux)
III . (1.98)
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Figure 1.17 – Domaine tubulaire d’inte´gration pour l’inte´grale d’interaction et
l’e´volution le long du front du champ de propagation virtuelle de la fissure.
Comme pre´ce´demment on peut de´coupler les modes en utilisant un mode III
auxiliaire nul dans l’e´quation (1.97). Pour le mode III, le facteur d’intensite´ des
contraintes est simplement obtenu en prenant un champs auxiliaire tel que
K
(aux)
I = 0, K
(aux)
II = 0, K
(aux)
III = 1,⇒ KIII =
1
2µ
I
(aux)
d . (1.99)
Cette approche pre´sente plusieurs proble`mes :
i. Les hypothe`ses de de´formations planes ne sont pas ve´rifie´es (notamment a`
cause de la courbure du front et de l’intersection du front avec le bord libre
pour les fissure de´bouchantes), il est alors complexe de de´finir E∗. En ge´ne´ral,
on suppose que l’hypothe`se de de´formations planes (i.e., E∗ = E/(1− ν2)) est
une bonne approximation a` cœur. Bui en propose une de´monstration pour une
fissure plane a` front droit [BUI 78].
ii. Comme pour l’inte´grale de contour en 2D, le calcul de l’inte´grale de surface a`
partir de champs discre´tise´s est peu pre´cis, il faut projeter dans le plan puis
extrapoler des valeur pour re´aliser l’inte´gration.
En faisant tendre le contour exte´rieur du domaine vers le front (i.e., C → 0), on se
rapproche des conditions ne´cessaires pour identifier pre´cise´ment les facteurs d’inten-
site´ des contraintes. Pour re´soudre le proble`me ii., Gosz et al. [GOS 98] ont e´tendu
l’inte´grale a` un tube de volume V (repre´sente´ Figure 1.17) autour du front de la
fissure.
I(s) =
− ∫
V
[
P :∇q + (∇ · P T ) · q] dV + ∫
L+∩L−∩M+∩M− q · P · n dS∫
f
δa(s) ds
(1.100)
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P = σ : (aux)I−∇u(aux) ·σ−∇u · σ(aux) est l’inte´grande de Ic dans une direction
quelconque. δa(s) est un champ de propagation virtuelle de la fissure (repre´sente´
Figure 1.17). Son e´volution le long du front permet de ponde´rer le champ d’extension
virtuelle en fonction de sa proximite´ avec le point s conside´re´. Une fonction en
cos2(s) est souvent utilise´e. q est le champ d’extension virtuelle de la fissure qui
e´volue suffisamment continuˆment entre
q =
{
δa(s)(x− xs) sur la surface inte´rieure Si,
0 sur la surface exte´rieure Se, gauche Sg et droite Sd.
(1.101)
Enfin M+ et M− sont des le`vres virtuelles associe´es aux champs auxiliaires.
Une des principales difficulte´s introduite par cette approche est la de´finition des
champs auxiliaires en 3D. En effet, les champs me´caniques associe´s aux facteurs
d’intensite´ des contraintes ne sont de´finis que pour des proble`mes plan et anti-plan.
L’extension est assez directe pour des fissures planes a` front droit [GOS 98].
Pour les fissures a` ge´ome´trie complexe Gosz et Moran [GOS 02] ont propose´ une
approximation efficace [MOE¨ 02a]. Elle consiste a` utiliser directement les champs
de de´placements et les champs de contraintes 2D dans la base locale en pointe de
fissure. Les champs de de´formations sont soit de´finis a` partir de la de´rivation locale
des champs de de´placement, soit a` partir des contraintes en utilisant le tenseur de
Hooke.
Quelle que soit la me´thode choisie, il n’est pas possible de trouver des champs
auxiliaires ve´rifiant a` la fois l’e´quilibre, la compatibilite´ contraintes/de´placements
et la loi de Hooke. La difficulte´ a` la fois pour la simplification de I(s), le choix du
champ d’extension virtuelle de la fissure et des champs auxiliaires est le repe`re local.
C’est une difficulte´ ge´ne´rale pour le calcul des facteurs d’intensite´ en 3D.
1.2.4.3 Projection sur les se´ries de Williams
Les me´thodes les plus e´le´mentaires pour identifier les facteurs d’intensite´ des
contraintes consistent a` projeter les de´placements en quelques points sur les
champs singuliers associe´s aux FIC. Par exemple, une possibilite´ est d’e´tudier le
saut de de´placements des le`vres au voisinage de la fissure. En cette position, le
de´veloppement au premier ordre en r de l’e´quation (1.27) devient
ut(r, pi)− ut(r,−pi) =KII
µ
√
r
2pi
(κ+ 1) +O (r) , (1.102)
un(r, pi)− un(r,−pi) =KI
µ
√
r
2pi
(κ+ 1) +O (r) , (1.103)
u3(r, pi)− u3(r,−pi) =4KIII
µ
√
r
2pi
+O (r) . (1.104)
Cette me´thode peut eˆtre e´tendue a` n’importe quels points de mesure dans la zone ou`
les facteurs d’intensite´ des contraintes dominent. Elle est tre`s utilise´e pour de´pouiller
des expe´riences en fissuration ou en adhe´rence [SVE 14].
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1. La DEK-FEM en 2D
McNeill et al. [MCN 87] ont propose´ de projeter un champ de de´placements
expe´rimental sur les premiers termes de la se´rie de Williams pour obtenir les facteurs
d’intensite´ des contraintes. Pour une zone de projection autour du front excluant la
process zone et les le`vres de la fissure, cette me´thode donne des re´sultats pre´cis si le
front de la fissure est connu. Pour obtenir pre´cise´ment la position du front Hamam et
al. [HAM 07] ont propose´ une me´thode base´e sur l’annulation du terme syme´trique
d’ordre n = −1.
Cette approche a e´te´ e´tendue en trois dimensions, en re´alisant la projection
sur des plans orthogonaux au front [ROU 09, LIM 10, LAC 14a]. Pour des fronts
quelconques, il faut projeter un champ de de´placements approche´ ou bruite´ dans des
plans orthogonaux sur une zone de faible dimension (pour que les se´ries de Williams
soient valables), les re´sultats sont moins pre´cis. Toutefois, pour des champs calcule´s
nume´riquement il est possible de raffiner la discre´tisation localement autour du front.
Lorsque seul un champ de de´placements est connu (en corre´lation d’images par
exemple), le calcul de l’inte´grale J est quadratique en de´placement [RE´T 05b]. Si
celui-ci est bruite´ (mesures ou approximations), un biais syste´matique apparaˆıt alors
que la projection est re´alise´e line´airement en de´placements et donc non biaise´e. Si
les champs me´caniques sont obtenus par simulation, les inte´grales de contour et
d’interaction seront plus pre´cises.
1.2.5 Les parame`tres de propagation comme inconnues du
proble`me
Ces me´thodes de post-traitement des champs me´caniques obtenus par simulation
donnent de bons re´sultats mais peuvent ge´ne´rer un surcouˆt de calcul non ne´gligeable.
Il est alors tentant de chercher ces quantite´s directement lors du calcul. D’autant
plus que ce sont les quantite´s d’inte´reˆt pour simuler la propagation. Un aperc¸u des
me´thodes existantes dans le contexte des e´le´ments finis est propose´. Cette approche
semble d’autant plus pertinente qu’il a e´te´ montre´ que pour extraire les facteurs
d’intensite´ des contraintes de champs bruite´s, le plus efficace e´tait de les conside´rer
directement comme degre´s de liberte´ [RE´T 11].
1.2.5.1 Introduction de la singularite´
L’ide´e a` l’origine des me´thodes d’extraction directe est d’introduire la singula-
rite´ dans l’espace de recherche de la solution (souvent en de´placement). Un (ou plu-
sieurs) degre´ de liberte´ est associe´ a` cette singularite´ facilitant le calcul des facteurs
d’intensite´ des contraintes. Une des premie`res me´thodes, tre`s simple, est d’utiliser
des e´le´ments avec des nœuds aux quarts de leur frontie`re [BAR 74, BAR 76]. La
fonction de forme associe´e est en
√
ξ. Pour s’approcher de la singularite´ en
√
r en
de´placement, on peut utiliser un maillage rayonnant en pointe de fissure comme
repre´sente´ Figure 1.18. A` partir de cette discre´tisation, les champs me´caniques sont
quasiment polaires et permettent une bonne identification des facteurs d’intensite´
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ﬁssure
noeuds
Figure 1.18 – Exemples de maillage avec des nœuds au quart rayonnant en pointe
de fissure pour des triangles.
des contraintes
L’introduction de la singularite´ conforme´ment au maillage permet d’identifier les
facteurs d’intensite´ des contraintes. Cependant la ge´ne´ration du maillage ade´quat
n’est pas triviale, et peut eˆtre longue notamment en trois dimensions. La me´thode
X-FEM introduit e´galement la singularite´ en pointe de fissure en contournant cette
difficulte´ de ge´ne´ration d’un maillage compatible. Cependant, les enrichissements
sont libres dans chacune des directions et en chacun des nœuds. De plus ils co-
existent avec les fonctions de forme standards. Aussi ils ne permettent pas directe-
ment d’identifier les facteurs d’intensite´ des contraintes.
Dans le cadre de la X-FEM, Karihaloo et Xiao [KAR 01, XIA 03] ont propose´
une me´thode permettant d’identifier les facteurs d’intensite´ des contraintes en 2D
en utilisant les premiers ordres de la se´rie de Williams comme enrichissement. A`
ma connaissance, les me´thodes d’extraction directe des FIC base´es sur la se´rie de
Williams semblent uniquement de´veloppe´es en deux dimensions.
1.2.5.2 Introduction des se´ries asymptotiques
L’utilisation des premiers ordres des se´ries de Williams comme base de
discre´tisation en pointe de fissure permet d’identifier pre´cise´ment les facteurs d’in-
tensite´ des contraintes. Ces premiers ordres repre´sentent correctement les champs
me´canique dans les e´le´ments proches de la pointe de fissure si elle est suffisamment
droite. Ils permettent d’identifier correctement les facteurs d’intensite´ des contraintes
en absorbant les autres ordres de contribution.
Cette approche base´e sur des champs obtenus avec l’hypothe`se de comportement
e´lastique line´aire est utilise´e dans des simulations e´lastiques line´aires. Des extensions
seraient possibles en concentrant la plasticite´ en pointe de fissure ou en utilisant des
champs asymptotiques plastiques comme par exemple les champs HRR (du nom des
chercheurs qui les ont propose´s Hutchinson, Rice et Rosengren [RIC 68b, HUT 68]).
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1. La DEK-FEM en 2D
Une premie`re me´thode (HCE Hybrid Crack Element) pour un maillage conforme
a e´te´ propose´e [TON 73b]. Des e´le´ments plus spe´cifiques appele´s super-elements sont
de´veloppe´s. Ces e´le´ments contiennent les champs asymptotiques en pointe de fissure.
La me´thode est dite hybride car ces e´le´ments sont raccorde´s au reste du maillage
FEM par des nœuds sur leur frontie`re. Ils permettent d’identifier pre´cise´ment les
facteurs d’intensite´ des contraintes avec un nombre limite´ de modes. Ici aussi le
maillage doit eˆtre conforme a` la fissure, mais il doit aussi eˆtre conforme avec les
bords du super-element.
Introduction des se´ries de Williams avec la PUM
L’utilisation des se´ries de Williams dans ces super-elements a de´montre´ leur
potentiel. Karihaloo et Xiao [XIA 03, LIU 04] l’ont mise a` profit en enrichissant
la discre´tisation e´le´ments finis avec ces se´ries en utilisant la partition de l’unite´
comme pour les e´le´ments finis e´tendus. Cette approche reprend les avantages de la
X-FEM, mais l’ajout de termes de haut ordre permet d’identifier directement les
FIC. Le maillage n’a plus besoin d’eˆtre conforme avec la fissure. La simulation de la
propagation de la fissure est simplifie´e.
Deux modifications principales de la X-FEM sont propose´es par Karihaloo et
Xiao [XIA 03, LIU 04]. La premie`re est l’utilisation des dix premiers ordres (nmax =
10) de la se´rie de Williams
u(r, θ) =
∑
i=I, II
nmax=10∑
n=1
bni r
n/2gni (θ), (1.105)
ou` gni sont les fonctions de la se´rie de Williams en de´placements pre´cise´es
e´quations (1.18) et (1.26). Ces dix ordres en mode I et II sont utilise´s comme
enrichissements en pointe de fissure avec un rayon normalise´ pour des raisons de
conditionnement. Tandis que les fonctions d’enrichissement singulie`res de la X-FEM
ne repre´sentent que le premier ordre de cette se´rie (confe`re e´quation (1.52)). La
seconde est qu’aAu voisinage de la pointe de fissure un unique degre´ de liberte´ est
associe´ a` chacun des termes de la se´rie de Williams. Tandis que pour la X-FEM,
les enrichissements sont libres et inde´pendants dans chaque direction et en chaque
nœud.
Les e´le´ments ou` se trouve la pointe de la fissure sont de´finis comme la premie`re
couche. Les fonctions de forme des nœuds de ces e´le´ments constituent l’ensemble Mk1
et une partition de l’unite´ sur ces e´le´ments. Les e´le´ments voisins de cette premie`re
couche sont de´finis comme la deuxie`me couche. De la meˆme manie`re, les nœuds
des e´le´ments de la deuxie`me couche qui n’appartiennent pas a` la premie`re couche
constituent l’ensemble de fonctions de forme Mk2. Il est ainsi possible de de´terminer
autant de couches et d’ensembles de fonctions de forme que ne´cessaire. Il a e´te´
montre´ que deux couches permettaient une bonne e´valuation des facteurs d’intensite´
des contraintes. Les nœuds de ces couches sont repre´sente´s Figure 1.19.
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noeuds associés à J
noeuds associés à Mk1
noeuds associés à Mk2
Figure 1.19 – Ensembles de nœuds des diffe´rents enrichissements de la X-FEM
propose´e par Karihaloo et Xiao [XIA 03, LIU 04].
La premie`re couche d’e´le´ments est enrichie avec la troncature de la se´rie de
Williams de´finie e´quation (1.105). Les degre´s de liberte´ de ces enrichissements sont
contraints a` avoir la meˆme valeur pour toutes les fonctions de forme Mk1 de cette
couche. La seconde couche est e´galement enrichie avec cette troncature mais les
enrichissements sont libres. Pour l’enrichissement discontinu, l’enrichissement est
identique a` la X-FEM. Le champ de de´placements est donc de´fini comme (par ex-
tension de l’e´quation (1.50))
uh(x) =
∑
k∈N
ukϕk(x) +
∑
k∈Nd
uckϕk(x)H(x) +
∑
i=I, II
nmax∑
n=1
bni r
n/2 gni (θ)
[ ∑
k∈Mk1
ϕk(x)
]
+
∑
k∈Mk2
∑
i=I, II
nmax∑
n=1
unki r
n/2gni (θ) ϕk(x).
(1.106)
Les degre´s de liberte´s bni de la premie`re couche sont directement une estimation des
coefficients de la se´rie de Williams. Les degre´s de liberte´s de la seconde couche unki
sont nettement plus nombreux et permettent de faire le lien entre la premie`re couche
et les e´le´ments finis autour.
Cette approche pour deux couches et dix termes de la se´rie permet d’identifier
pre´cise´ment (' 2%) le facteur d’intensite´ KI en mode I [XIA 03], et les facteurs
d’intensite´ plans KI et KII en mode mixte [LIU 04]. Cependant l’identification des
termes d’ordre supe´rieur n’est pas satisfaisante. Pour les calculer pre´cise´ment, les
auteurs ont utilise´ la me´thode HCE avec des super-elements base´s sur une troncature
de la se´rie de Williams [KAR 01, XIA 03, LIU 04].
HAX-FEM
L’introduction des se´ries de Williams comme enrichissement pose des proble`mes
de conditionnement. En effet, les termes d’ordre supe´rieurs qui permettent
d’ame´liorer la pre´cision sur les facteurs d’intensite´ des contraintes sont proches
des e´le´ments finis. Dans la me´thode HCE, qui permet de calculer plus pre´cise´ment
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1. La DEK-FEM en 2D
Figure 1.20 – De´composition de domaine avec une zone de recouvrement dans la
cadre de la me´thode HAX-FEM [RE´T 10a].
les termes d’ordre supe´rieur, la se´rie de Williams est seule en pointe de fissure,
elle ne s’ajoute pas aux e´le´ments finis. A` partir de ce constat, Re´thore´ et al.
[RE´T 10a, RE´T 10b] ont propose´ une me´thode (appele´e Hybrid Analytical and eX-
tended Finite Element Method : HAX-FEM) qui de´compose le domaine Ω en deux
sous domaines. L’ide´e est d’utiliser seulement une troncature des se´ries de Williams
en pointe de fissure.
La zone autour de la fissure ΩW est traite´e a` part. Une troncation des se´ries de
Williams est utilise´e comme champs me´caniques de discre´tisation ou` les inconnues
sont les coefficients bni
u(r, θ) =
∑
i=I, II
nDEK∑
n=0
bni r
n/2gni (θ). (1.107)
Cette fois les termes d’ordre n = 0 sont introduits puisqu’ils permettent de
repre´senter les mouvements de corps rigide. L’espace d’approximation e´tant de´fini,
la meilleure solution sur cet espace est obtenue par une me´thode de Galerkin
(confe`re Partie 1.1.4.2). Le calcul de la matrice de rigidite´ est simplifie´ puisque
les de´formations et les contraintes sont facilement obtenues de manie`re analytique.
Le reste du domaine ΩX est simule´ avec la X-FEM. C’est cette partie du do-
maine qui supporte les conditions aux limites. Cette condition permet de simplifier
le traitement de la zone analytique. Le front de la fissure n’e´tant pas dans ce do-
maine, seuls les enrichissements discontinus sont ne´cessaires. Les deux domaines sont
raccorde´s e´nerge´tiquement par la me´thode Arlequin de´veloppe´e par Ben Dhia et Ra-
teau [DHI 05]. Pour cette me´thode, les deux domaines se recouvrent sur une zone
appele´e ΩXW , cette de´composition est repre´sente´e pour un domaine rectangulaire
Figure 1.20. Dans la formulation globale, chacune des formulations faibles associe´e a`
un domaine est ponde´re´e sur la zone de recouvrement par des fonctions pX(x) (pour
le domaine ΩX) et pW (x) (pour le domaine ΩW ). Ces fonctions de recouvrement
scalaires e´voluent continuˆment vers ze´ro sur le bord de leur domaine respectif et
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sont telles que
pX(x) + pW (x) = 1, ∀x ∈ Ω. (1.108)
Ces fonctions peuvent eˆtre obtenues par la re´solution d’un proble`me thermique
(∆pj = 0 pour j = X ou W ) sur la zone de recouvrement (avec le meˆme maillage)
avec pj = 1 sur une frontie`re et pj = 0 sur l’autre. La seconde fonction est en-
suite construite directement a` partir de l’e´quation pre´ce´dente. C’est une me´thode
e´galement souvent utilise´e pour calculer le champ d’extension virtuelle de fissure
ne´cessaire a` l’e´valuation des inte´grales de domaine (inte´grale J ou inte´grale d’inter-
action).
En pratique, pour faciliter la ge´ne´ration de maillage conforme a` ces domaines,
le domaine total est discre´tise´. Les e´le´ments dans un rayon rW et une couche de
lrecouv constituent le patch. Les e´le´ments de cette couche et les autres constituent le
domaine X-FEM. Pour le patch, la discre´tisation ne sert plus mais les e´le´ments sont
conserve´ pour permettre l’inte´gration avec une me´thode de Gauss de haut ordre.
Pour un patch de petite taille avec rW = 1 e´le´ment et lrecouv = 1 e´le´ment, et avec
nDEK = 7, l’identification des facteurs d’intensite´ est de´ja` pertinente (i.e., autour
de 1.5% d’erreur).
Cette me´thode a e´te´ compare´e directement a` la me´thode base´e sur la PUM
(pre´sente´e dans la partie pre´ce´dente), elle est plus pre´cise [RE´T 10a]. Elle a ensuite
e´te´ valide´e pour une simulation de propagation en mode mixte [RE´T 10b]. Le trai-
tement de la propagation en e´lasticite´ line´aire est assez naturel, les e´le´ments X-FEM
sous-jacents au patch sont simplement de´sactive´s et re´active´s une fois le patch passe´.
Les bons re´sultats pour une petite zone analytique avec une zone de recouvrement
de faible dimension sont particulie`rement inte´ressants car ils permettent de limi-
ter le nombre de degre´s de liberte´ et de points de Gauss (qui sont plus nombreux
dans le patch). Un petit patch est aussi inte´ressant pour s’approcher au mieux des
hypothe`ses inhe´rente a` l’utilisation des se´ries de Williams, comme celle de fissure
droite.
DEK-FEM
Le raccord tend a` eˆtre le plus petit possible pour limiter la taille du patch. De
plus, Chahine et al. [CHA 11] ont montre´ qu’une transition franche entre la zone
singulie`re et la zone continue e´tait souhaitable pour ame´liorer le conditionnement et
la convergence. Pour ces raisons, Passieux et al. [PAS 11] ont propose´ de modifier
le raccord e´nerge´tique avec recouvrement de la HAX-FEM par un raccord inte´gral
sur une frontie`re (line´ique en 2D). Pour cette me´thode e´galement, le domaine est
de´compose´ en deux sous domaines dont un analytique discre´tise´ avec les se´ries de
Williams. Cette me´thode sera appele´e DEK-FEM pour Direct Estimation of the
stress intensity factors Ki (i = I ou II) Finite Element Method.
Le domaine ΩW traite´ avec le champ analytique de l’e´quation (1.107) est circu-
laire avec un rayon rW mais cette fois aucune zone de recouvrement n’est ajoute´e.
La partie comple´mentaire du domaine Ω constitue le domaine ΩX traite´ avec la
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1. La DEK-FEM en 2D
Figure 1.21 – Repre´sentation de la de´composition du proble`me entre un patch
analytique et un domaine X-FEM sans recouvrement pour la me´thode DEK-
FEM [PAS 11].
X-FEM ici aussi sans enrichissement singulier. L’interface entre les deux domaines,
appele´e ΓW , est une courbe en 2D. Comme pre´ce´demment, en pratique ces deux
domaines sont obtenus apre`s la ge´ne´ration d’un maillage d’ensemble. Les e´le´ments
dans un rayon rW constituent le patch analytique ΩW (ils ne jouent le roˆle d’e´le´ments
que pour l’inte´gration). Le reste des e´le´ments constitue le domaine X-FEM ΩX et
supporte les conditions aux limites. L’interface ΓW est donc un contour ferme´ consti-
tuant la frontie`re entre les e´le´ments, compose´ par une une se´rie de segments.
Cette me´thode se de´marque de la HAX-FEM par le raccord. Il permet de se
passer du calcul des fonctions de ponde´ration pX et pW , et de s’affranchir de
la zone de recouvrement. La me´thode pre´sente donc un parame`tre de moins a`
identifier et quelques degre´s de liberte´ de moins. Pour un patch de rayon suffi-
sant rW > 2 e´le´ments, et une troncature a` l’ordre sept (i.e., nDEK = 7), elle permet
d’obtenir plus pre´cise´ment les facteurs d’intensite´ des contraintes (en mode mixte
e´galement). De plus Passieux et al. [PAS 11] ont montre´ que cette me´thode, avec un
troncation nDEK = 9, permettait d’identifier pre´cise´ment les termes de haut ordre
(n = 2, 3, 4, 5...).
Le raccord entre les deux domaines est fait en moyenne avec une me´thode de
Mortar [BEL 99a]. Un champ λ continu et re´gulier est introduit. Le raccord entre
le champ de de´placements analytique uW et le champ de de´placements X-FEM uX
est assure´ par ∫
ΓW
λ (uW − uX) = 0, ∀λ continu et re´gulier. (1.109)
En pratique, le champ λ est discre´tise´ pour pouvoir trouver une solution approche´e
nume´riquement. On cherche donc λ dans un espace d’approximation qui reste a`
de´finir. Passieux et al. [PAS 11] ont conside´re´ soit un champ e´le´ments finis sur
l’interface, soit le champ de contraintes d’une troncature de la se´rie de Williams.
Le champ de contraintes augmente´ avec les de´placements de corps rigide s’est ave´re´
plus performant pour la convergence de la me´thode ite´rative conside´re´e.
La DEK-FEM a e´te´ applique´e a` plusieurs cas tests en mode I et en mode mixte
permettant une identification pre´cise des FIC et des termes de haut degre´, pour
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un faible nombre de degre´s de liberte´ [PAS 11]. Lorsque la fissure est courte ou
de ge´ome´trie complexe, deux e´chelles cohabitent : l’e´chelle micro de la singularite´
et l’e´chelle globale de la structure. Il faut alors faire cohabiter ces deux e´chelles
par une re´solution du proble`me a` tous les niveaux. La DEK-FEM a donc e´te´
couple´e a` une me´thode multigrilles localise´es [PAS 11] de´veloppe´e par Rannou et al.
[RAN 09]. Elle permet la re´solution efficace du proble`me et simplifie la ge´ne´ration
d’une discre´tisation ou` e´chelle fine et structurelle cohabitent. Cette approche per-
met de simuler efficacement la propagation de fissure [PAS 13]. L’e´chelle grossie`re
pouvant eˆtre calcule´e par un code de calcul quelconque et la fissure et sa singularite´
introduites de manie`re non-intrusive par une re´solution se´pare´e imposant simple-
ment des efforts a` l’e´chelle grossie`re.
1.2.6 Bilan sur la me´thode nume´rique retenue
C’est cette dernie`re me´thode (DEK-FEM) que nous avons e´tendue au 3D dans
ma the`se. Le syste`me est de´compose´ en un domaine X-FEM et un patch analytique
au voisinage du front. La me´thode X-FEM a e´te´ pre´sente´e, son extension au 3D est
ancienne [SUK 00, MOE¨ 02a, GRA 02] et maˆıtrise´e. La me´thode DEK-FEM, qui a
e´te´ introduite, est pre´sente´e plus en de´tails dans le Chapitre suivant. Le couplage
de cette me´thode avec un algorithme multigrilles localise´es est e´galement pre´sente´
dans le Chapitre 2. Ce couplage existe en 2D [PAS 11, PAS 13], ainsi que la me´thode
multigrilles localise´es en 3D [RAN 08]. Son implantation en 3D dans une me´thode
multigrilles localise´es a e´te´ re´alise´ dans le cadre de cette the`se.
Le patch analytique est base´ sur le de´veloppement asymptotique en pointe de
fissure. Comme pre´sente´ a` la Section 1.1.2, ce de´veloppement est bien connu en 2D.
Cependant, le de´veloppement asymptotique au voisinage d’un front courbe en 3D
n’est pas connu. C’est le point clef de l’extension de la DEK-FEM au 3D. Une base
3D permettant d’approcher les champs me´caniques (singularite´ et e´volutions le long
du front) dans le patch analytique doit eˆtre construite. Comme de´taille´ dans le Cha-
pitre suivant, nous proposons d’utiliser une extension de la se´rie asymptotique 2D
en de´placements. La base propose´e est ensuite teste´e sur des cas tests au Chapitre 3.
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Chapitre 2
Extraction directe des facteurs
d’intensite´ des contraintes en 3D
La plupart des me´thodes d’extraction directe des facteurs d’intensite´ des
contraintes (pre´sente´es au Chapitre pre´ce´dent) se basent sur les de´veloppements
en se´ries asymptotiques des champs me´caniques en pointe de fissure. La me´thode
DEK-FEM, introduite en deux dimensions a` la Section 1.21, utilise directement
une troncature des se´ries de Williams comme discre´tisation dans un domaine
localise´ autour du front. Cette me´thode est pre´sente´e plus en de´tails dans ce Cha-
pitre, en particulier son extension tridimensionnelle de´veloppe´e dans le cadre de
cette the`se.
Dans un premier temps, les champs conside´re´s en trois dimensions dans le patch
analytique sont de´finis a` la Section 2.1.2. En effet, les se´ries de Williams utilise´e
en deux dimensions ne peuvent eˆtre utilise´es directement en trois dimensions.
La me´thode de simulation avec extraction directe des facteurs d’intensite´ des
contraintes est de´taille´e dans sa version tridimensionnelle (Voir Section 2.2).
Le traitement du voisinage du front comme un domaine a` part est rendu pos-
sible par l’utilisation d’une me´thode de de´composition de domaine pre´sente´e a`
la Section 2.2. Cette me´thode repose sur une formulation faible a` trois champs
introduite a` la Section 2.2.1. Enfin, l’imple´mentation de la DEK-FEM dans un
contexte multigrilles localise´es est introduite a` la Section 2.3. Cette approche
multigrilles localise´es permet de prendre en compte efficacement les diffe´rentes
e´chelles pre´sentes dans un proble`me de fissuration. Elle est ne´cessaire en trois
dimensions puisque la complexite´ du proble`me est alors ge´ne´ralement impor-
tante.
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Extension des champs asymptotiques au 3D
2.1 Extension des champs asymptotiques au 3D
Cette Section est consacre´e a` la de´finition de la discre´tisation du patch ana-
lytique en 3D. Conside´rer une fissure tridimensionnelle introduit des difficulte´s
supple´mentaires qui sont de´taille´es ci-dessous. Ces difficulte´s sont telles qu’il n’existe
pas de de´veloppement asymptotique autour du front en 3D. Les approximations
des champs asymptotiques en 3D, notamment pour l’inte´grale d’interaction, sont
pre´sente´es a` la Section 2.1.1. Ces approximations ne permettent pas de prendre en
compte une e´volution continue le long du front. Nous proposons une approximation
base´e sur la se´rie de Williams en de´placements couple´e avec une e´volution e´le´ments
finis 1D le long du front (voir Section 2.1.2)
En trois dimensions, l’interface qu’est la fissure n’est plus une ligne mais une
surface. De meˆme, le front n’est plus un point mais une courbe. La description de la
fissure propose´e Figure 1.2 n’est plus suffisante. Une troisie`me coordonne´e locale est
introduite, l’abscisse curviligne s. En association avec cette coordonne´e, pour tout
point du front, le vecteur es qui est de´fini comme le vecteur tangent au front est
introduit. La base locale est comple´te´e par le vecteur en qui est encore le vecteur
normal a` la fissure et le vecteur comple´mentaire et = en ∧ es. Cette base locale est
repre´sente´e pour un point d’un front courbe sur la Figure 2.1.
Des difficulte´s supple´mentaires apparaissent. Une premie`re vient de l’e´volution
possible de l’intensite´ de la singularite´ le long du front. Cette e´volution est
ge´ne´ralement suppose´e continue, notamment pour les facteurs d’intensite´ des
contraintes. Cependant, l’inte´grale d’interaction [YAU 80, SUO 92, GOS 02] comme
les me´thodes standards de projection e´valuent ge´ne´ralement la singularite´ en
un point du front. Aussi, les e´valuations le long du front sont ge´ne´ralement
bruite´s [MOE¨ 02a, RAN 09]. Elles oscillent autour d’une valeur moyenne. Il peut
alors eˆtre inte´ressant de lisser les re´sultats le long du front, notamment pour des
projections dans des plans tangents [LAC 14a]. La seconde difficulte´ vient du fait
que la singularite´ agit sur une zone au voisinage du front, il faudra donc connaˆıtre
le point du front correspondant a` chaque point d’inte´gration de cette zone. Une
Figure 2.1 – Parame´trage du proble`me en trois dimensions.
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
me´thode couˆteuse mais efficace consiste a` calculer la projection de chacun des points
d’inte´gration sur le front [RAN 08].
En trois dimensions, le de´veloppement en se´ries des champs me´caniques au voi-
sinage du front de la fissure n’est disponible que pour certaines ge´ome´tries de fissure
et certaines conditions aux limites [YOS 11]. Le calcul de se´ries comme celles dispo-
nibles en 2D, pre´sente´es Section 1.1.2, est e´tudie´ par exemple dans [APE 08] mais
reste un proble`me ouvert. Leblond et Torlai [LEB 92] ont de´fini un de´veloppement
du champ de contraintes dans le cas ge´ne´ral d’une fissure courbe a` front courbe pour
tout chargement exte´rieur lointain :
σ(r, θ) =
∑
i=I, II, III
[
Kidi(θ)r
−1/2 + Tiei(θ)
+
(
b3ihi(θ) +
dKi
ds
li(θ) + C
lmKim
lm
i (θ) + ΓKini(θ)
)
r1/2 +O(r)
]
.
(2.1)
Dans cette e´quation Γ repre´sente la courbure du front et C lm est le tenseur de cour-
bure de la fissure. r et θ forment un syste`me de coordonne´es polaires dans le plan
perpendiculaire a` la tangente au front (et, en) comme repre´sente´ Figure 2.1. Les
fonctions di(θ), ei(θ) et hi(θ) sont les fonctions 2D en contraintes planes le´ge`rement
adapte´es. La fonction li(θ) est une correction due a` l’e´volution des facteurs d’inten-
site´ des contraintes le long du front, et les fonctions mlmi (θ) et ni(θ) sont dues a`
la courbure de la fissure. Ce de´veloppement est tre`s inte´ressant. Ne´anmoins, il n’est
pas e´crit en fonction de l’abscisse curviligne, il est re´alise´ dans un plan orthogonal
au front. De plus, il est uniquement formule´ au premier ordre et en contraintes.
Le passage au 3D introduit une autre difficulte´ : l’intersection du front de la
fissure avec les bords libres pour les fissures de´bouchantes. On se´pare donc ces deux
proble`mes. A` l’inte´rieur du domaine, la singularite´ en 3D reste de l’ordre 1
2
. Au
niveau des bords libres, Bazˇant et Estenssoro [BAZˇ 79] ont montre´ que l’ordre de
la singularite´ de´pend des angles d’intersection entre la fissure et la surface libre.
Ne´anmoins, le vertex est souvent traite´ comme le reste de la fissure tout en sachant
qu’une approximation y est faite. Cette approximation est raisonnable dans la me-
sure ou` elle est tre`s localise´e et, lors de la propagation, la fissure va avoir tendance
a` prendre une inclinaison pour laquelle l’ordre de la singularite´ est proche de 1
2
.
2.1.1 De´finitions classiques des champs asymptotiques
Lors du calcul des facteurs d’intensite´ des contraintes, le champ singulier as-
socie´ est ge´ne´ralement approxime´. En effet, si plusieurs modes sont active´s le re-
cours a` l’inte´grale d’interaction, pre´sente´e Section 1.2.4.2, ne´cessite de connaˆıtre les
champs auxiliaires. Une approximation couramment utilise´e en 3D est celle de´crite
dans [MOE¨ 02a]. Elle consiste simplement a` utiliser les champs 2D de´finis dans la
base locale (et, en, es).
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Extension des champs asymptotiques au 3D
Dans sa forme la plus utilise´e et la plus pre´cise, l’inte´grale est calcule´e dans
un volume autour du front tout en excluant e´ventuellement une petite zone a` proxi-
mite´ du front [SUO 92, GOS 02]. Il faut donc de´terminer le repe`re local pour tous les
points d’inte´gration utilise´s. Pour chacun de ces points M(x), le point du front P (x)
le plus proche et son repe`re local (P (x), et, en, es) sont calcule´s. Les champs auxi-
liaires, sont de´finis dans ce repe`re et sont fonctions de r et θ. On de´finit facilement
r = |PM | et θ l’angle entre PM et et.
Pour des fissures courbes, Gosz et Moran [GOS 02] ont montre´ que le champ
de contraintes auxiliaires de l’inte´grale d’interaction ne ve´rifie pas l’e´quilibre et
que les de´formations auxiliaires ne sont pas la partie syme´trique du gradient des
de´placements auxiliaires. Les champs utilise´s ne satisfont plus toutes les e´quations lo-
cales puisque nous ne savons pas calculer ces champs en trois dimensions. Ne´anmoins,
la me´thode propose´e dans [GOS 02] donne des re´sultats inte´ressants et est em-
piriquement inde´pendante du contour choisi. La prise en compte de la courbure
dans les champs auxiliaires a e´galement e´te´ e´tudie´e. Gonza´lez-Albuixech et al.
[GON 13a, GON 13b] ont montre´ qu’elle permet d’ame´liorer la pre´cision des FIC
identifie´s avec l’inte´grale d’interaction.
2.1.2 De´finition a` partir du champ de de´placements e´tendu
au front
Pour l’inte´grale d’interaction, les champs singuliers analytiques dit auxiliaires ne
sont utilise´s qu’en post-traitement des champs me´caniques obtenus dans une simu-
lation e´le´ments finis par exemple. La re´solution du proble`me d’e´quilibre me´canique
en utilisant ces champs est plus de´licate puisqu’elle peut converger vers un champ
de de´placements non compatibles. L’approximation impacte donc tous les champs
me´caniques et d’autant plus les coefficients asymptotiques identifie´s.
La formulation du proble`me e´tant ge´ne´ralement primale (en de´placement),
nous avons choisi de partir d’une hypothe`se cine´matique pour identifier l’es-
pace de recherche. Cette approche est simple car pour calculer les de´formations
(puis les contraintes) il faut de´river les champs me´caniques. La compatibilite´
contraintes/de´placements est donc automatiquement ve´rifie´e. De plus, la re´solution
de la formulation faible en de´placements assure que les champs obtenus ve´rifient
l’e´quilibre et la relation de comportement de manie`re approche´e, mais suffisante en
pratique.
En trois dimensions, le proble`me n’est plus ni en situation plane ni anti-plane
uniquement, les trois modes sont donc a` conside´rer. On suppose que les trois modes
introduits Section 1.1.2 repre´sentent correctement les de´placements 3D au voisinage
du point xc du front de fissure dans le repe`re local dans un plan (xc, et, en) normal
a` la tangente au front. De plus, le champ de de´placements cherche´ est continu, on
suppose donc une e´volution continue des de´placements (dits de Williams uW ) le long
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
du front d’abscisse curviligne s
uW (r, θ, s) =
(
nmax=∞∑
n=0
∑
i=I,II,III
(bni ) r
n/2gni (θ)
)
f(s). (2.2)
Ce champ de de´placements n’est pas exploitable sous cette forme dans une
me´thode nume´rique. En deux dimensions, il a e´te´ montre´ que pour un patch ana-
lytique en pointe de fissure l’utilisation des premiers ordres uniquement permettait
une bonne identification des facteurs d’intensite´ des contraintes [KAR 03a, RE´T 10a,
PAS 11]. La meˆme approche est donc reprise en trois dimensions, une troncature de
la se´rie est retenue nmax = nDEK . De plus il convient e´galement de choisir un espace
d’approximation dans la direction s et donc d’approximer la fonction f(s). Nous
choisissons ici aussi la me´thode des e´le´ments finis. La discre´tisation est selon une
seule dimension s. Le front est discre´tise´ en e´le´ments puis des fonctions de forme
e´le´ments finis unidimensionnelles sont choisies
uhW (r, θ, s) =
Ns∑
k=1
nDEK∑
n=0
∑
i=I,II,III
binkr
n/2gni (θ)ϕk(s). (2.3)
Le ke`me coefficient bni est note´ bink. La disre´tisation le long du front doit alors s’adap-
ter aux variations des coefficients asymptotiques. Un raffinement sera ne´cessaire
lorsque la courbure du front est grande et lorsque le front s’approche d’un vertex.
Il a e´te´ montre´ a` la Section 1.1.3 que les termes d’ordre ze´ro (n = 0) cor-
respondent aux trois translations de solide rigide d’une section perpendiculaire au
front. Les termes d’ordre deux (n = 2) modes II et III correspondent aux deux ro-
tations de solide rigide. En trois dimensions, il en manque donc une. Cette rotation
est ajoute´e a` l’espace d’approximation
uhW+(r, θ, s) =
Ns∑
k=1
[
nDEK∑
n=0
∑
i=I,II,III
binkr
n/2gni (θ) + b
′
kr sin(θ)es
]
ϕk(s). (2.4)
L’introduction de la discre´tisation le long du front modifie la se´rie de sorte qu’aucun
terme ne correspond plus aux de´placements de corps rigide. Les de´placements de
corps rigide sont maintenant pris en compte par une combinaison des termes de
meˆme ordre le long du front. Prenons l’exemple d’une translation, dans la direc-
tion en, d’un e´le´ment du front (d’ordre un entre les nœuds k et k + 1) pour une
fissure droite a` front droit. Comme pour une poutre, elle sera obtenue par la com-
binaison de translations (mode i = II, ordre n = 0) identique bII0(k+1) = bII0k des
deux nœuds
u =
κ+ 1
2µ
bII0k (ϕk+1(s) + ϕk(s)) en =
κ+ 1
2µ
bII0ken. (2.5)
Dans cette expression on ve´rifie bien que u est une translation dans la direction en.
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Extension des champs asymptotiques au 3D
On peut e´galement montrer que, comme le T -stress, deux autres champs de
contraintes uniformes ve´rifient les e´quation locales [PAR 91, LEB 92]. Le premier
est un champ de compression dans la direction du front : σss (si le front est plan
σ33). Par analogie avec le T -stress et en re´fe´rence a` la composante de contrainte
concerne´e, il est souvent appele´ T33. Le second est un champ de cisaillement σts (si
le front est plan σ13), il est souvent appele´ T13.
Le champ de contraintes au voisinage du front peut donc s’approcher par
σ = σK(θ)r
−1/2 +
 T 0 T130 0 0
T13 0 T33
+O (r1/2) . (2.6)
Dans cette expression σK(θ) sont les termes singuliers correspondant aux facteurs
d’intensite´ des contraintes.
Ces champs n’ont pas e´te´ rajoute´s spe´cifiquement. Des champs de contraintes
approchant proviennent ne´anmoins de l’e´volution des de´placements dans la direction
es. Par exemple, les termes de translation mode I (lorsqu’elle e´volue le long du front)
permettent de prendre en compte le T -stress en cisaillement T13. En effet, au sein
d’un e´le´ment (entre les nœuds k et k+1) du patch, le terme syme´trique (mode i = I)
d’ordre ze´ro (n = 0) re´sulte en des de´placements qui prennent la forme suivante :
u =
κ+ 1
2µ
(
bI0(k+1) − bI0k
)
ϕk(s)et, (2.7)
ϕk(s) e´tant une e´volution line´aire (comme repre´sente´ sur la Figure 2.4b), le T -stress
de cisaillement est duˆ a` une e´volution du coefficient b0I le long du front. De son cote´,
la contrainte T33 est approche´e au coefficient de Poisson pre`s. Reprenons l’e´quation
pre´ce´dente pour les termes en translation mode III :
u =
2
µ
(
bIII0(k+1) − bIII0k
)
ϕk(s)es. (2.8)
Pour des e´le´ments finis d’ordre un le long du front (i.e., ϕk(s) ∝ s), ce champ de
de´placements ge´ne`re des de´formations uniformes telles que :
 =
0 0 00 0 0
0 0 33
 −−−−−−−−−−→
e´lasticite´ line´aire isotrope
σ =
λ33 0 00 λ33 0
0 0 (λ+ 2µ)33
 (2.9)
Ou` λ est le premier coefficient de Lame´. Le champ de contraintes associe´ (en e´lasticite´
line´aire isotrope) n’est pas exactement un T -stress. La contrainte T33 pourrait eˆtre
ajoute´e spe´cifiquement, mais dans tous les cas teste´s nous n’avons pas constate´
d’influence significative.
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
2.1.2.1 Calcul du gradient de de´placements analytique
A` partir de la cette de´finition du champ de de´placements e´quation (2.4), une dif-
ficulte´ est de calculer son gradient. En particulier sa partie syme´trique∇su qui sera
ne´cessaire pour calculer la matrice de rigidite´, les de´formations et les contraintes.
Le champ de de´placements asymptotique est dans une base locale, il peut donc
eˆtre aise´ment de´rive´ par rapports aux parame`tres de cette base (r, θ, s). Le plus
simple est pour cela d’utiliser une notation complexe [MUS 53] comme rappele´
dans les e´quations (1.20) et (1.21). Ge´ne´ralisons cette notation aux trois modes
en conside´rant la composante uink de la se´rie e´quation (2.4), la fonction complexe
zin et la fonction s
i
n e´tant telles que
uink(r, θ, s) = r
n/2gni (θ)ϕk(s) = r
n/2
Re (zin(θ))Im (zin(θ))
Re (sin(θ))
ϕk(s). (2.10)
Avec

Mode I ordre n : zIn(θ) = κe
i·n·θ
2 − n
2
· e i·(4−n)·θ2 + [n
2
+ (−1)n] e− i·n·θ2 , sin = 0
Mode II ordre n : zIIn (θ) = κe
i·n·θ
2 + n
2
· e i·(4−n)·θ2 − [n
2
− (−1)n] e− i·n·θ2 , sin = 0
Mode III ordre n : zIIIn = 0, s
i
n(θ) = (−i)n e
inθ
2
La de´rive´e de ce vecteur par rapport aux parame`tres r, θ et s est donc :
∂uink
∂r
=
n
2
r
n
2
−1
Re(zin(θ))Im(zin(θ))
Re(sin(θ))
ϕk(s),
∂uink
r∂θ
= r
n
2
−1

Re
(
∂zin
∂θ
)
Im
(
∂zin
∂θ
)
Re
(
∂sin
∂θ
)
ϕk(s),
∂uink
∂s
= r
n
2
Re(zin(θ))Im(zin(θ))
Re(sin(θ))
 ∂ϕk(s)
∂s
.
(2.11)
Ou` les parame`tres r, θ de´finissent une base polaire en pointe de fissure. Les
de´rive´es dans la base locale (et, en) en pointe de fissure sont obtenues a` partir des
de´rive´es partielles pre´ce´dentes comme suivant
∂·
∂t
=
∂·
∂r
∂r
∂t
+
∂·
r∂θ
r∂θ
∂t
=
∂·
∂r
cos θ − ∂·
r∂θ
sin θ,
∂·
∂n
=
∂·
∂r
∂r
∂n
+
∂·
r∂θ
r∂θ
∂n
=
∂·
∂r
sin θ +
∂·
r∂θ
cos θ.
(2.12)
A` partir de ces expressions des de´rive´es partielles, en posant uink = vtet+vnen+vses,
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Extension des champs asymptotiques au 3D
la matrice des de´rive´es en fonction des parame`tres du front t, n et s s’e´crit ∂vt∂t ∂vt∂n ∂vt∂s∂vn
∂t
∂vn
∂n
∂vn
∂s
∂vs
∂t
∂vs
∂n
∂vs
∂s

(et,en,es)
=
 ∂vt∂r ∂vtr∂θ ∂vt∂s∂vn
∂r
∂vn
r∂θ
∂vn
∂s
∂vs
∂r
∂vs
r∂θ
∂vs
∂s

(et,en,es)
· Jr
avec Jr =
 ∂r∂t ∂r∂n ∂r∂sr∂θ
∂t
r∂θ
∂n
r∂θ
∂s
∂s
∂t
∂s
∂n
∂s
∂s
 =
cos θ − sin θ 0sin θ cos θ 0
0 0 1

(2.13)
Jr est la matrice jacobienne du changement de coordonne´es de la rotation d’angle θ
autour de es entre la base (er, eθ, es) et (et, en, es). Pour une fissure quelconque
suffisamment re´gulie`re, ∇uink le gradient de uink = v1e1 + v2e2 + v3e3 recherche´
s’exprime dans la base globale (e1, e2, e3)
∇uink =
 ∂v1∂x1 ∂v1∂x2 ∂v1∂x3∂v2
∂x1
∂v2
∂x2
∂v2
∂x3
∂vz
∂x1
∂vz
∂x2
∂vz
∂x3

(e1,e2,e3)
= P T ·
 ∂vt∂t ∂vt∂n ∂vt∂s∂vn
∂t
∂vn
∂n
∂vn
∂s
∂vs
∂t
∂vs
∂n
∂vs
∂s

(et,en,es)
· P · Jl
avec Jl =
 ∂t∂x1 ∂t∂x2 ∂t∂x3∂n
∂x1
∂n
∂x2
∂n
∂x3
∂s
∂x1
∂s
∂x2
∂s
∂x3
 et P =
e1.et e2.et e3.ete1.en e2.en e3.en
e1.es e2.es e3.es

(2.14)
Ou` Jl est la matrice jacobienne du changement de coordonne´es, et P la matrice de
passage de la base locale a` la base globale.
La difficulte´ est alors de connaˆıtre en tout point autour du front les coordonne´es
locales et la matrice jacobienne de leur transformation dans les coordonne´es globales.
Si la fissure est de´finie explicitement, celles-ci sont de´finies naturellement. Si la fissure
n’est pas de´finie explicitement mais par l’interme´diaire de fonctions de niveaux, le
calcul de la matrice Jl peut se faire par l’interme´diaire du calcul de la courbure de
la fissure et du front.
2.1.2.2 Gradient du de´placements pour une fissure circulaire
Nous nous inte´ressons au cas particulier d’une fissure plane a` front circulaire,
de rayon a. C’est un exemple particulie`rement inte´ressant car il existe des solutions
analytiques tridimensionnelles pour des fissures avec cette ge´ome´trie. Elle permettra
donc de tester et valider le mode`le propose´. D’autre part, ce cas particulier peut
facilement eˆtre e´tendu au premier ordre a` toute forme du front en remplac¸ant le
rayon par la courbure locale de la fissure.
Pour cette ge´ome´trie de fissure, la base associe´e au front de la fissure (et, en, es)
est une base cylindrique autour de en. Dans cette base, le gradient peut eˆtre calcule´
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directement, dans la base locale, sans passer par une matrice jacobienne
∇uink =

∂vx
∂x
∂vx
∂y
∂vx
∂z
∂vy
∂x
∂vy
∂y
∂vy
∂z
∂vz
∂x
∂vz
∂y
∂vz
∂z

(ex,ey ,ez)
= P T ·
 ∂vt∂t ∂vt∂n ∂vt∂s − vsa+r cos θ∂vn
∂t
∂vn
∂n
∂vn
∂s
∂vs
∂t
∂vs
∂n
∂vs
∂s
+ vt
a+r cos θ

(et,en,es)
· P
(2.15)
Son expression dans la base globale passe alors simplement par un changement de
base. Celui-ci peut eˆtre re´alise´ analytiquement en se ramenant aux coordonne´es
globales du cylindre par une rotation puis aux coordonne´es globales. Si les deux
courbes de niveau crack(x) et front(x) sont utilise´es, leurs gradients en un point x
quelconque permet de calculer les coordonne´es associe´es a` en et et dans le repe`re
global (voir Section 1.2.2.4). Le troisie`me vecteur est alors facilement calcule´ dans
ces coordonne´es globales par un produit vectoriel es = et ∧ en. L’expression de
cette base dans les coordonne´es globales permet d’obtenir directement la matrice de
passage P de la base locale a` la base globale.
2.1.2.3 Utilisation d’une troisie`me level set
Le champ de de´placements utilise´ pour le domaine analytique (e´quation (2.4))
est fonction d’une abscisse curviligne s qui doit eˆtre connue pour tous les points
autour du front. En particulier aux points d’interpolation de la surface du rac-
cord, au point d’interpolation pour la repre´sentation et aux points de Gauss pour
l’inte´gration. Puisque ces champs sont en rn/2 et avec des fonctions trigonome´triques
en nθ
2
, une inte´gration de haut ordre est ne´cessaire. Il faudra donc e´valuer les fonc-
tions uink(r, θ, s) et donc les parame`tres (r, θ, s) en de nombreux points. Il a e´te´ rap-
pele´ que re´aliser cette e´valuation par une projection e´tait couˆteux a` la section 1.2.2.4
pour les parame`tres (r, θ). Il en va de meˆme pour l’abscisse curviligne s. La solution
retenue en 2D pour e´valuer r et θ est l’utilisation de level sets.
Pour cette raison, nous nous sommes appuye´s sur une troisie`me fonction de
niveau curv(x) pour stocker l’abscisse curviligne. Cette level set a pour valeur en
un point x l’abscisse curviligne s du point du front le plus proche xf . Sur le front
l’abscisse curviligne e´volue comme la longueur du front. Elle est orthogonale aux
autres level sets { ∇curv(x).∇crack(x) = 0
∇curv(x).∇front(x) = 0 ∀x ∈ Ω. (2.16)
Cette proprie´te´ se traduit e´galement par le produit vectoriel
∇curv(x) =∇crack(x) ∧∇front(x). (2.17)
Le produit vectoriel permet de calculer le gradient de la troisie`me courbe de ni-
veau a` partir des deux premie`res. En inte´grant ce gradient, il est possible de
ge´ne´rer curv(x), elle ve´rifiera alors la proprie´te´ d’orthogonalite´. Pour des fronts
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Approche monogrille
3D il est plus de´licat de ve´rifier la proprie´te´ d’orthogonalite´ et la proprie´te´ de dis-
tance signe´e lorsque la fissure est courbe. Ne´anmoins, si le domaine analytique est
petit (par rapport au rayon de courbure) l’approximation sur la distance signe´e est
acceptable.
A` partir de ces trois level sets, les parame`tres locaux (r, θ, s) sont obtenus et
permettent d’e´valuer le champ de de´placement. Ces courbes de niveaux permettent
e´galement de de´terminer la courbure de la fissure en tout point autour du front
et donc de calculer le gradient des de´placements. Ce champ peut donc eˆtre utilise´
comme base d’approximation dans une me´thode nume´rique 3D.
2.2 Approche monogrille
A` partir de cette de´finition de la discre´tisation du patch analytique, la me´thode
DEK-FEM est pre´sente´e dans cette Section et en particulier ses aspects tridimen-
sionnels. Les points clefs de son imple´mentation sont de´taille´s. Dans un premier
temps, cette pre´sentation est faite sous sa forme monogrille.
2.2.1 Formulation faible a` trois champs
La me´thode DEK-FEM repose sur la de´composition du domaine conside´re´ Ω en
deux sous domaines. Dans un domaine ΩW localise´ autour du front de la fissure,
une base tronque´e base´e sur les se´ries de Williams (e´quation (2.4)) est utilise´e. Les
quantite´s du domaine analytique ΩW base´es sur les se´ries de Williams sont note´es
avec l’indice W . La partie comple´mentaire du domaine ΩX , telle que Ω = ΩX ∪ ΩW
et ΩX ∩ΩW = ∅, est traite´e avec la me´thode des e´le´ments finis e´tendus (pre´sente´e a`
la Section 1.2.2). Les quantite´s du domaine X-FEM ωX sont note´es avec l’indice X .
Cette de´composition du domaine est repre´sente´e Figure 2.2.
La frontie`re des sous domaines est cette fois de´compose´e en trois. La premie`re
partie est l’interface entre les deux domaines ΓW . Des efforts λ sont transmis par cet
Fd / ∂2Ω
ud
Ω
ΩX
ΩW
ΓW
Figure 2.2 – Description de la de´composition du domaine Ω du proble`me aux
limites conside´re´.
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
interface, de´finissons les comme les efforts du patch sur le domaine ΩX . Par exemple
pour le domaine analytique ΩW , on retrouve les deux sous parties ∂1ΩW ou` des
de´placements sont impose´s et le comple´mentaire ∂2ΩW ou` des efforts sont impose´s.
Ce dernier est comple´mentaire a` ∂1ΩW et ΓW tel que ∂ΩW = ΓW ∪ ∂1ΩW ∪ ∂2ΩW et
ΓW ∩∂1ΩW ∩∂2ΩW = ∅. De la meˆme manie`re la frontie`re ∂ΩX de ΩX est compose´e
de trois parties : l’interface ΓW , une partie ∂1ΩX ou` des de´placements sont impose´s et
le comple´mentaire ∂2ΩX ou` des efforts sont impose´s. On notera que la de´composition
est telle que la frontie`re ou` des de´placements sont impose´s ∂1Ω est re´partie entre les
deux domaines ∂1Ω = ∂1ΩW ∪ ∂1ΩX dont l’intersection est vide ∂1ΩW ∩ ∂1ΩX = ∅.
De meˆme, la surface ou` les efforts sont impose´s est telle que ∂2Ω = ∂2ΩW ∪ ∂2ΩX et
vide ∂2ΩW ∩ ∂2ΩX = ∅.
A` partir du principe des puissances virtuelles, on peut re´e´crire la formulation
faible en de´placements de l’e´quation (1.34) pour chacun des domaines. Pour le do-
maine ΩW , le champ de de´placement uW est cherche´ dans l’espace
UW (ud) = {uW | uW re´gulier, discontinu uniquement sur L± et uW = ud sur ∂1ΩW} .
La formulation faible s’e´crit donc : trouver uW ∈ UW (ud) tel que ∀vW ∈ UW (0)∫
ΩW
∇suW :C:∇svW dV =
∫
ΩW
fd · vW dV +
∫
∂2ΩW
Fd · vW dS −
∫
ΓW
λ · vW dS. (2.18)
De meˆme, pour le domaine ΩX , le champ de de´placement uX est cherche´ dans
l’espace
UX(ud) = {uX | uX re´gulier, discontinu uniquement sur L± et uX = ud sur ∂1ΩX} .
La formulation faible s’e´crit donc : trouver uX ∈ UX(ud) tel que ∀vX ∈ UX(0)∫
ΩX
∇suX :C:∇svX dV =
∫
ΩX
fd · vX dV +
∫
∂2ΩX
Fd · vX dS +
∫
ΓW
λ · vX dS. (2.19)
Ces deux parties ne sont pas inde´pendantes, les de´placements a` leur interface ΓW
sont continus
uX(x) = uW (x) ∀x ∈ ΓW . (2.20)
Cette e´quation est ve´rifie´e localement en tout point de l’interface ΓW , au sens fort.
Pour la formulation forte a` deux champs, elle s’ajoute aux e´quations (1.1) a` (1.5).
Dans le cadre d’une formulation faible du proble`me, il convient d’affaiblir cette
e´quation. Elle est multiplie´e par un multiplicateur de Lagrange λ de´fini dans l’en-
semble L des fonctions continues et re´gulie`res sur l’interface ΓW , puis inte´gre´e sur
cette interface ∫
ΓW
µ(x) (uW (x)− uX(x)) = 0 ∀µ ∈ L. (2.21)
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Cette e´quation est e´quivalente a` l’e´quation forte et permettra un re´solution ap-
proche´e. Il s’agit d’un raccord en moyenne avec un approche dite de Mor-
tar [BEL 99a].
Pour les deux champs, la re´union des e´quations (2.18), (2.19) et (2.21) permet
d’e´crire la formulation faible e´quivalente :
Trouver (uW ,uX ,λ) ∈ UW (ud)× UX(ud)× L tels que∫
ΩW
fd · vW dV +
∫
ΩX
fd · vX dV +
∫
∂2ΩW
Fd · vWdS +
∫
∂2ΩX
Fd · vXdS
=
∫
ΩW
∇suW : C : ∇svWdV +
∫
ΩX
∇suX : C : ∇svXdV
+
∫
ΓW
µ (uW − uX) dS +
∫
ΓW
λ (vW − vX) dS ∀ (vW ,vX ,µ) ∈ U0W × U0X × L.
Dans cette formulation on constate que le champ λ est homoge`ne a` l’effort d’inter-
face entre les domaines X et W . Cette formulation mixte fait donc intervenir des
grandeurs primales uX et uW et duale λ.
Quand le domaine ΩW est traite´ avec les se´ries de Williams, il est inte´ressant
que le domaine ΩX ne supporte que des conditions aux limites d’efforts nuls. C’est-
a`-dire que ∂1ΩW = ∂1Ω ∩ ∂ΩW = ∅, et que les efforts Fd sur ∂2ΩW soient nuls. En
effet, imposer des conditions aux limites sur un champ non interpolant est de´licat,
en particulier des de´placements (une option est de le faire en moyenne comme pour
l’e´quation (2.21)). D’autre part les se´ries sont obtenues pour un milieu sans effort vo-
lumique. Elles s’appliquent e´galement lorsqu’ils sont ne´gligeables, c’est-a`-dire quand
leur puissance est ne´gligeable devant l’e´nergie de de´formation e´lastique∫
ΩW
∇suW : C :∇svW dV 
∫
ΩW
fd · vW dV, ∀vW ∈ U0W . (2.22)
En pointe de fissure, les de´formations sont singulie`res, l’e´nergie e´lastique est donc
importante. Lorsque le patch analytique ΩW est suffisamment localise´ en pointe de
fissure, cette condition est naturellement ve´rifie´e. Ces deux conditions simplifient la
formulation faible pre´ce´dente comme suit
Trouver (uW ,uX ,λ) ∈ UW (ud)× UX(ud)× L tels que∫
ΩW
∇suW : C : ∇svWdV +
∫
ΩX
∇suX : C : ∇svXdV
+
∫
ΓW
µ (uW − uX) dS +
∫
ΓW
λ (vW − vX) dS
=
∫
ΩX
fd · vX dV +
∫
∂2ΩX
Fd · vXdS ∀ (vW ,vX ,µ) ∈ U0W × U0X × L.
(2.23)
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
C’est la formulation a` la base de l’approximation DEK-FEM. A` partir de cette
formulation faible, les espaces de recherche UW (ud), UX(ud) et L sont re´duits pour
permettre une re´solution nume´rique.
2.2.2 De´composition de la structure fissure´e en deux do-
maines
La premie`re e´tape est de de´finir les deux domaines. Le domaine analytique est
issu d’une approche asymptotique des champs me´caniques en pointe de fissure. Cette
approche asymptotique permet de repousser les conditions aux limites a` l’infini et
donc de conside´rer un milieu infini. Elle ne´cessite de pouvoir conside´rer la fissure
droite. En pratique pour que cette approche soit re´aliste, il faut que le domaine
analytique ΩW soit localise´ en pointe de fissure, c’est-a`-dire suffisamment petit.
Cette approche asymptotique permet de prendre en compte pre´cise´ment la fissure
et sa singularite´. Elle est e´galement ne´cessaire pour permettre l’extraction directe des
facteurs d’intensite´ des contraintes. De son cote´, le domaine comple´mentaire a lui vo-
cation a` repre´senter des ge´ome´tries plus complexes avec une discontinuite´, et a` faire le
lien entre les conditions aux limites et le patch analytique. La me´thode des e´le´ments
finis est particulie`rement adapte´e pour traiter des structures et pour la prise en
compte des conditions aux limites. C’est pourquoi son extension aux proble`mes avec
discontinuite´, la X-FEM, a e´te´ retenue pour traiter le domaine comple´mentaire ΩX .
La discre´tisation du domaine X-FEM repose sur un maillage de la structure.
Une force de cette me´thode est de permettre la simulation de la propagation d’une
fissure en conservant ce maillage. Pour conserver cette proprie´te´ dans le cadre de
la DEK-FEM, nous ne ge´ne´rons pas un maillage spe´cifique a` la de´composition de
domaine. Maillage qui serait plus complique´ a` ge´ne´rer puisque l’interface avec le
patch analytique est une frontie`re potentiellement complexe. Par la suite, le maillage
est ge´ne´re´ pour toute la structure comme il le serait pour une simulation X-FEM
standard. Ce maillage pourra eˆtre utilise´ pour toute la propagation, si la finesse est
suffisante.
Pour une position donne´e du front, les e´le´ments ayant au moins un nœud
dans un rayon rW du front de la fissure constituent le patch. Les e´le´ments res-
tant constituent le domaine X-FEM. L’interface entre les deux, ΓW , est constitue´e
des faces des e´le´ments communes au patch analytique et au domaine X-FEM. Cette
de´composition est repre´sente´e sur la Figure 2.3.
La discre´tisation de l’interface est obtenue une fois les deux sous domaines iden-
tifie´s. Une recherche est faite sur chacun des e´le´ments du patch pour savoir si ils ont
tous les nœuds d’une face en commun avec le domaine X-FEM. Dans ce cas, cette
face est ajoute´e a` l’interface ΓW . Lors de l’ajout, on s’assure que l’ordre des nœuds
de la face soit tel que celle-ci soit de´finie avec une normale sortante du patch. Cette
ope´ration est importante pour que les fonctions de forme associe´es a` cette interface
soient continues.
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rw
(a) Plan (es, et)
rw
(b) Plan (et, en)
front de ﬁssure
(c) Le´gende
Figure 2.3 – De´composition du maillage de la structure en deux sous domaines.
2.2.3 Domaine e´le´ments finis e´tendus ΩX
Le domaine ΩX est simule´ par des e´le´ments finis e´tendus pre´sente´s Section 1.2.2.
Ce domaine ne contient pas la singularite´, seuls des enrichissements discontinus
sont introduits. Le champ de de´placements approche´ par la me´thode X-FEM de
l’e´quation (1.50) est donc re´duit a`
uhX(x) =
∑
k∈N
ukϕk(x) +
∑
k∈Nd
uckϕk(x)H(x). (2.24)
Ou` les fonctions de forme ϕk(x) sont celles des e´le´ments finis associe´s au maillage
conside´re´. Elles doivent constituer une partition de l’unite´. Re´unissons ces diffe´rentes
fonctions de forme sous une fonction de forme ge´ne´rique ϕgk(x) telle que
ϕgk(x) =
{
ϕk(x) si k ∈ N,
ϕk(x)H(x) si k ∈ Nd. (2.25)
Cette fonction de forme permet d’e´crire le champ de de´placements approche´ comme
une seule somme de fonctions
uhX(x) =
∑
k∈N∪Nd
ukϕ
g
k(x). (2.26)
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
A` partir de cette e´quation, une partie du proble`me (2.23) peut eˆtre e´crit sous la
forme matricielle introduite a` la Section 1.1.4.2∫
ΩX
∇suX : C : ∇svXdV −→KXUX
avec KXkj =
∫
ΩX
∇sϕgk : C :∇sϕgj dV ∀(j, k) ∈ J1;N +NdK2 (2.27)∫
ΩX
fd · vX dV +
∫
∂2ΩX
Fd · vXdS −→ F
avec Fj =
∫
ΩX
fd ·ϕgj dV +
∫
ΩX
Fd ·ϕgj dV ∀j ∈ J1;N +NdK (2.28)
Ou` UX est le vecteur des de´placements ge´ne´ralise´s du domaine X-FEM. Il est com-
pose´ de N +Nd inconnues et est tel que UXk = uk ∀k ∈ J1;N +NdK.
2.2.4 Domaine ΩW : patch analytique
Dans le domaine analytique, le champ de de´placements est approche´ par la tron-
cature de l’extension des se´ries de Williams de´finie par l’e´quation (2.4). Cette ex-
tension au 3D de la se´rie de Williams reprend les caracte´ristiques qui avaient permis
l’identification pre´cise des facteurs d’intensite´ des contraintes en 2D. La borne de
la troncature nDEK = 7 identifie´e comme efficace en 2D [PAS 11] est reprise. Une
me´thode pour obtenir le gradient de de´placements correspondant a e´galement e´te´
pre´sente´e a` la section 2.1.2.
A` partir de cette approximation du champ de de´placements comme une somme de
fonctions, la solution approche´e sur l’espace vectoriel engendre´ par ces fonctions peut
eˆtre obtenue par une me´thode de Galerkin (introduite Section 1.1.4.2). Introduisons
comme pre´ce´demment une fonction de forme ge´ne´rique Gk(r, θ, s) telle que
uhW+(r, θ, s) =
Ns∑
k=1
[
nDEK∑
n=0
∑
i=I,II,III
binkr
n/2gni (θ) + b
′
kr sin(θ)es
]
ϕk(s)
=
Ns(3nDEK+1)∑
k=1
bkGk(r, θ, s).
(2.29)
Un vecteur de de´placements ge´ne´ralise´s UW est e´galement de´fini, avec le meˆme
agencement que Gk, UWk = bk ∀k ∈ J1;Ns · nDEK · 3K. Cette fonction de forme
ge´ne´rique et le vecteur de de´placements ge´ne´ralise´s permettent e´galement d’e´crire
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front de ﬁssure
noeud du front
limite des
éléments (en s)
(a) Maillage du patch.
φs(s)
si sfsi+1
(b) Fonctions de forme 1D e´le´ments fi-
nis le long du patch (ordre un).
Figure 2.4 – Exemple de de´composition du patch en e´le´ments finis d’ordre un selon
l’abscisse curviligne s dans le cas 3D. Quatre e´le´ments sont repre´sente´s le long du
front.
un autre terme du proble`me (2.23)∫
ΩW
∇suW : C : ∇svWdV −→KWUW
avec KWkj =
∫
ΩX
∇sGk : C :∇sGj dV ∀(j, k) ∈ J1;Ns · nDEK · 3K2
(2.30)
Une discre´tisation e´le´ments finis est utilise´e le long de l’abscisse curviligne. Une
approximation des coefficients de la se´rie de Williams est donc identifie´e en chaque
nœud. Comme repre´sente´ pour quatre e´le´ments sur la Figure 2.4a, ces coefficients
ont comme zone d’influence le support de la fonction de forme du nœud auquel ils
sont associe´s. L’e´volution de ces coefficients est directement calcule´e, par exemple
pour les facteurs d’intensite´ des contraintes (relation (1.28) dans l’expression (2.4))
Ki(s)√
2pi
=
Ns∑
s=1
bi1sϕk(s). (2.31)
Sauf mention contraire, par la suite, des e´le´ments d’ordre un seront utilise´s. Ils
permettent d’assurer la continuite´ de l’e´volution des coefficients asymptotiques. Les
fonctions de forme associe´es a` ces e´le´ments sont repre´sente´es Figure 2.4b pour les
quatre e´le´ments de la Figure 2.4a. On peut remarquer que lorsque le front n’atteint
pas la surface libre en formant un angle droit, une partie du patch se retrouve a`
l’exte´rieur des e´le´ments. Elle est ramene´e dans l’e´le´ment en e´tendant leurs fonctions
de forme pour conserver la partition de l’unite´.
Comme introduit par Xiao et Karihaloo [XIA 03], la diffe´rence d’ordre en rn/2
introduit un facteur d’e´chelle entre les diffe´rents ordres de la se´rie avec la taille
du patch rW . Si rien n’est fait, les termes associe´s aux diffe´rents ordres auront des
valeurs tre`s diffe´rentes et la matrice de rigidite´ du patch sera mal conditionne´e. Le
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
rayon r des se´ries de Williams est donc adimensionne´ par la taille caracte´ristique du
patch rW . L’ope´ration inverse est effectue´e sur les coefficients bink identifie´s.
Comme pour les e´le´ments finis, la question de l’inte´gration nume´rique se pose
pour e´valuer la matrice de rigidite´. Les champs sont continus mais complexes.
Comme en deux dimensions, nous choisissons d’utiliser les points de Gauss du
maillage e´le´ments finis e´tendus qui a e´te´ de´sactive´ pour laisser place au patch.
Un de´coupage en sous e´le´ments conformes a` la fissure permettrait d’ame´liorer la
pre´cision mais il n’a pour le moment pas e´te´ imple´mente´ dans notre code de
de´monstration. Les fonctions de la se´rie de Williams sont complexes (un sche´ma
de Gauss d’ordre 5 e´tait utilise´ en 2D [PAS 11]). En 3D, ces fonctions sont associe´es
aux fonctions de forme d’ordre un, augmentant leur complexite´. Lorsqu’il n’y a pas
de pre´cision contraire, une inte´gration de Gausse d’ordre 8 par e´le´ment est retenue.
2.2.5 Raccord entre les deux domaines
Le raccord en moyenne utilise´ pour assurer la continuite´ des de´placements entre
le patch analytique et le domaine X-FEM est fait par l’interme´diaire d’un troisie`me
champ λ (voir e´quation (2.21)). Pour la re´solution approche´e du syste`me il faut
de´finir un espace de recherche de dimension finie pour ce champ. Comme pour les
deux domaines, nous choisirons de l’e´crire sous la forme
λh(x) =
Nl∑
k=1
λkLk(x). (2.32)
Un vecteur de multiplicateurs de Lagrange ge´ne´ralise´s Λ est e´galement de´fini tel
que Λk = λk, ∀k ∈ J1;NlK. Cette de´finition permet d’e´crire les derniers membres du
proble`me (2.23) sous la forme matricielle∫
ΓW
µ (uW − uX) dS −→ CWUW +CXUWX
∫
ΓW
λ (vW − vX) dS −→ CWΛ +CXΛ
avec CWkj = −
∫
ΓW
LkGj dS ∀(j, k) ∈ J1;Ns · nDEK · 3K× J1;NlK (2.33)
et CXkj =
∫
ΓW
Lkϕ
g
j dS ∀(j, k) ∈ J1;N +NdK× J1;NlK (2.34)
2.2.5.1 Choix de l’espace des multiplicateurs de Lagrange
Il faut maintenant choisir une discre´tisation pour le champ λh(x). Il doit eˆtre
de´fini sur l’interface ΓW . Les deux choix les plus faciles a` mettre en œuvre sont
d’utiliser les discre´tisations de´ja` disponibles
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Approche monogrille
1. Utiliser le champ de de´placements e´le´ments finis du domaine ΩX
Nl = N +N
d, Lk(x) = ϕ
g
k(x), ∀k ∈ J1;NlK. (2.35)
2. Utiliser le champ de de´placements analytique du patch ΩW
Nl = Ns · nDEK · 3, Lk(x) = Gk(x), ∀k ∈ J1;NlK. (2.36)
Le choix 1 est e´quivalent a` utiliser une discre´tisation e´le´ments finis 2D en utili-
sant les faces de l’interface comme e´le´ments. Cette approche permet de de´finir une
me´thode d’inte´gration sur ΓW : il est possible d’appliquer directement une me´thode
de Gauss. On associe des points de Gauss et les poids correspondants a` chacun des
e´le´ments 2D et l’inte´gration est re´alise´e sur chacun de ces e´le´ments. C’est la me´thode
que nous avons retenue pour l’inte´gration, avec une quadrature de Gauss d’ordre
8 e´galement. Bien que les variations des fonctions conside´re´es soient plus faibles
puisque la frontie`re est plus loin du front, un ordre 8 est conside´re´ car l’inte´gration
est surfacique. Son impact en temps de calcul est faible par rapport au couˆt de calcul
total.
Nous avons constate´ a` partir de l’e´quation (2.23) que les multiplicateurs de La-
grange sont homoge`nes a` un champ de forces. Il peut alors eˆtre inte´ressant que la
discre´tisation choisi soit identique a` la discre´tisation des contraintes d’un des champs
d’interface. C’est la raison qui a amene´ Passieux et al. [PAS 11] a` conside´rer un
troisie`me choix pour l’espace des multiplicateurs de Lagrange
3. Utiliser le champ de contraintes du patch ΩW
Nl = Ns · nDEK · 3, Lk(x) = C∇sGk, ∀k ∈ J1;NlK. (2.37)
En deux dimensions ce choix consiste a` discre´tiser les multiplicateurs de Lagrange
avec une troncature de la se´rie de Williams en contraintes de l’e´quation (1.18). Un
proble`me existe donc pour les termes correspondant aux de´placements de corps rigide
qui sont a` contraintes nulles. Aussi, pour ces termes, Passieux et al. [PAS 11] ont
propose´ de conside´rer non plus les contraintes mais directement les de´placements de
corps rigides. En trois dimensions, le proble`me ne se pose pas : aucune fonction Gk
ne correspond a` des contraintes nulles.
Ces trois discre´tisations des multiplicateurs de Lagrange sont conside´re´es. Dans
les exemples pre´sente´s par la suite, le champ de de´placements analytique du patch,
choix 2, est utilise´ lorsque le contraire n’est pas pre´cise´. Ce choix donne de bons
re´sultats. Il est simple a` mettre en œuvre, et il permet de simplifier l’introduction
du patch dans l’algorithme multigrilles localise´es comme pre´cise´ a` la Section 2.3.4.
2.2.5.2 Condition sur les multiplicateurs de Lagrange
Pour assurer la coercivite´ d’une formulation mixte, l’espace dual choisi doit
ve´rifier la condition dite LBB (Ladizenska¨ıa-Babusˇka-Brezzi [BAB 73, FOR 91]) ou
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condition inf — sup par rapport aux champs de de´placement. Si cette condition n’est
pas ve´rifie´e, des oscillations nume´riques vont apparaˆıtre au niveau de l’interface.
Il s’agit d’une condition sur les espaces de discre´tisation. En pratique, lorsque l’es-
pace dual est trop riche par rapport aux espaces de discre´tisation des de´placements
la condition risque de ne pas eˆtre ve´rifie´e. Il existe donc deux approches [SIA 11]
pour corriger ce proble`me : diminuer l’espace d’approximation des multiplicateurs
ou augmenter celui des de´placements.
2.2.6 Approche matricielle et re´solution
A` partir des notations matricielles introduites pre´ce´demment, la re´solution ap-
proche´e du proble`me (2.23) consiste a` re´soudre syste`me line´aire suivant KX 0 −CTX0 KW −CTW
−CX −CW 0
UXUW
Λ
 =
F0
0
 , (2.38)
La matrice de ce syste`me line´aire n’est pas de´finie positive (ze´ros sur la diagonale a`
cause des multiplicateurs de Lagrange).
Une me´thode de pivot de Gauss par blocs peut eˆtre mis en œuvre pour modifier
la matrice a` re´soudre et obtenir une matrice de´finie positive. L’e´quation (2.38) est
re´e´crite [
KXW −CTXW
−CXW 0
](
UXW
Λ
)
=
(
F0
0
)
, (2.39)
avec KXW =
[
KX 0
0 KW
]
,CXW =
[
CX CW
]
,UXW =
[
UX
UW
]
et F0 =
[
F
0
]
Si KXW est inversible, dans notre cas si les mouvement de corps rigides des
deux domaines sont bloque´s (par substitution par exemple), la premie`re ligne du
syste`me (2.39) peut eˆtre re´e´crite
UXW = K
−1
XW
(
F0 +C
T
XWΛ
)
(2.40)
La deuxie`me partie du syste`me (2.39) nous donne
CXWK
−1
XWC
T
XW︸ ︷︷ ︸
comple´ment de Schur S
Λ = −CXWK−1XWF0 (2.41)
On re´e´crit alors (2.38) avec une matrice de´finie positive[
KXW −CTXW
0 CXWK
−1
XWC
T
XW
](
UXW
Λ
)
=
(
F0
−CXWK−1XWF0
)
. (2.42)
La difficulte´ est ne´anmoins de calculer CXWK
−1
XWC
T
XW et CXWK
−1
XWF0. Cette
ope´ration est re´alise´e en re´solvant un syste`me line´aire et en calculant
Trouver Y tel que KXWY = C
T
XW −→ CXWK−1XWCTXW = CXWY , (2.43)
Trouver Z tel que KXWZ = F0 −→ CXWK−1XW = F0CXWZ. (2.44)
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Dans le cas ge´ne´ral, cette me´thode pose ne´anmoins un certain nombre de
proble`mes. Il faut annuler les de´placements de corps rigide du domaine analytique
qui ne sont pas bloque´s. En effet, on s’est assure´ qu’aucun de´placement n’e´tait im-
pose´ sur ce domaine. De plus, annuler ces mouvements dans les e´le´ments de syme´tries
du proble`me n’est pas toujours possible pour le domaine analytique. Enfin, il faut
re´soudre deux syste`mes line´aires supple´mentaires.
La me´thode QMR [FRE 91] pre´conditionne´e, une variante de GMRES pour des
syste`mes non de´finis positifs, est donc pre´fe´re´e. Son taux de convergence est parfois
faible, mais ce point ne fait qu’augmenter le temps de calcul et pas la me´moire
utilise´e. Dans les nombreux cas teste´s elle donne satisfaction, et c’est elle qui est
utilise´e quand le syste`me est de grande dimension.
2.3 DEK-FEM dans un contexte multigrilles
La discre´tisation de structures fissure´es en 3D est un proble`me complexe qui
peut ne´cessiter un tre`s grand nombre d’inconnues. De plus, en trois dimensions,
une fissure peut avoir une ge´ome´trie complexe. Ses le`vres sont des surfaces parfois
courbes et la prise en compte de la courbure de son front ne´cessite une discre´tisation
tre`s fine. Dans une structure industrielle, on s’inte´resse fre´quemment a` de petites
fissures (par rapport a` la taille de la structure). Au niveau du front de ces fissures,
les champs me´caniques sont singuliers et donc tre`s localise´s. Trois e´chelles, illustre´es
Figure 2.5 cohabitent donc : celle de la structure, celle de la fissure et celle de la
singularite´. La me´thode nume´rique de simulation de ce proble`me doit donc pouvoir
faire cohabiter ces diffe´rentes e´chelles.
échelle de la structure échelle de la ﬁssure échelle de la singularité
Figure 2.5 – Repre´sentation des trois e´chelles d’une structure fissure´e.
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2.3.1 Raffinement local et me´thodes multi-e´chelles
En ge´ne´ral, une simulation avec la me´thode FEM ne´cessite un raffinement lo-
calise´ important autour du front pour obtenir une bonne pre´cision sur les champs
me´caniques en pointe de fissure et donc sur les facteurs d’intensite´ des contraintes. La
me´thode X-FEM ame´liore la pre´cision mais ne´cessite quand meˆme un certain raffine-
ment au niveau du front pour s’adapter a` l’e´chelle de la singularite´. En trois dimen-
sions, un raffinement local ge´ne`re un nombre de degre´s de liberte´ supple´mentaires
important et n’est pas une ope´ration triviale. Pour surmonter ces difficulte´s des
me´thodes multi-e´chelles sont mises en œuvre.
Une premie`re famille de me´thode consiste a` superposer un mode`le micro au
mode`le macroscopique aux endroits ou` des phe´nome`nes locaux doivent eˆtre pris
en compte. On peut citer par exemple la formulation variationnelle multi-e´chelles
propose´e par Hughes [HUG 95]. Pour ce type d’approche, la difficulte´ est le transfert
des informations entre les deux mode`les. Ce transfert peut par exemple se faire avec
le couplage en e´nergie de la me´thode Arlequin [DHI 05] (utilise´e pour la HAX-
FEM, voir Partie 1.2.5.2). Comme pour la DEK-FEM, les deux mode`les peuvent
e´galement eˆtre se´pare´s en deux (ou plus) domaines distincts et couple´s sur leur
interface [GUI 07] au sens faible. Un point clef de ces approches est la me´thode de
couplage entre les deux e´chelles qui les fait communiquer. En dynamique, il faut eˆtre
vigilant pour que l’e´nergie associe´e a` des longueurs d’ondes incompatibles aux deux
domaines soit correctement transmise et conserve´e [RAM 13].
Lorsque la microstructure se re´pe`te, il peut eˆtre inte´ressant d’en homoge´ne´iser
le comportement afin de pouvoir faire le calcul a` l’e´chelle macroscopique [NEM 99].
Ce type d’approche est difficile a` e´tendre aux cas non-line´aires, mais la me´thode
FE2 propose´ par Feyel et Chaboche [FEY 00] traite le comportement a` l’e´chelle
microscopique et l’e´quilibre des contraintes homoge´ne´ise´es a` l’e´chelle macroscopique.
Ces principes d’homoge´ne´isation ont e´galement e´te´ utilise´s dans le contexte de la
partition de l’unite´ [FIS 05].
Lorsque les diffe´rentes e´chelles peuvent eˆtres couple´es avec le meˆme mode`le, il est
possible de simplement raffiner le maillage localement. Ces techniques de remaillage
sont souvent automatise´es a` partir d’une estimation de l’erreur commise [HUE 99].
Il existe trois me´thodes principales qui sont parfois couple´es entre elles :
1. h-adaptivity qui consiste a` rajouter des e´le´ments et a` diminuer leur taille h,
2. p-adaptivity qui consiste simplement a` ajouter des nœuds pour augmenter
l’ordre d’interpolation p des e´le´ments,
3. r-adaptivity qui consiste a` de´placer les nœuds des e´le´ments sans modifier le
nombre de degre´s de liberte´.
Cependant, la modification du maillage, notamment en trois dimensions n’est pas
triviale. De plus, ces me´thodes font augmenter le nombre de degre´s de liberte´ pour
atteindre la pre´cision voulue. Une me´thode multigrilles localise´es [CAV 05, BIB 13]
permet d’avoir un indicateur d’erreur naturel, de raffiner la discre´tisation facile-
ment et de re´soudre un syste`me a` grand nombre de degre´s de liberte´ de fac¸on
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quasi-optimale. Cette me´thode a e´te´ e´tendue a` des grilles X-FEM par Ran-
nou et al. [RAN 09]. La me´thode multigrilles peut e´galement eˆtre couple´e avec
la de´composition de domaine lorsque la diffe´rence d’e´chelle existe en espace comme
en temps [GRA 03].
2.3.2 Pre´sentation des me´thodes multigrilles
La re´solution d’un syste`me line´aire a` un grand nombre n d’inconnues est un
proble`me couˆteux. La me´thode na¨ıve du pivot de Gauss a une complexite´ en O(n3).
Cette complexite´ est nettement plus faible pour des algorithmes ite´ratifs comme le
gradient conjugue´ pre´conditionne´ qui est en O(n3/2). Les solveurs multigrilles offrent
une alternative prometteuse puisque leur complexite´ pour des maillages structure´s
est en O(n log n) [BRA 77, VEN 00]. C’est cette complexite´ compe´titive qui fait la
force de ces approches. Cette me´thode a e´te´ initialement de´veloppe´e pour des algo-
rithmes diffe´rences finies en me´canique des fluides. Elle s’appuie sur la proprie´te´ de
lissage des solveurs ite´ratifs. Pour un maillage donne´, les premie`res ite´rations ap-
prochent bien les modes locaux tandis qu’il faudra beaucoup d’ite´rations pour lisser
la solution et donc approcher les modes globaux (qui impactent toute la structure).
L’ide´e des multigrilles est de calculer ces modes globaux sur des maillages (grilles)
plus grossiers, pour lesquels une ite´ration est nettement moins couˆteuse (moins de
degre´s de liberte´).
La me´thode consiste a` ge´ne´rer une hie´rarchie de grilles (illustre´e Figure 2.6)
puis a` re´soudre par ite´rations entre les grilles successives. L’initialisation consiste a`
re´soudre le proble`me grossier (peu couˆteux), puis projeter les de´placements sur les
grilles plus fines. Une ite´ration du solveur multigrilles, repre´sente´e sche´matiquement
sur la Figure 2.6, commence par quelques ite´rations du solveur ite´ratif sur la grille
fine, dont le re´sidu est restreint a` la grille supe´rieure et re´cursivement jusqu’a` la
grille grossie`re. Ensuite, une correction des de´placements est calcule´e sur la grille
grossie`re puis projete´e sur les grilles fines. Quelques ite´rations du solveur ite´ratif
sont calcule´es sur cette grille avec ce re´sidu comme second membre et re´cursivement
jusqu’a` la grille grossie`re. Elles sont re´pe´te´es jusqu’a` convergence et permettent de
re´duire le nombre d’ite´rations du solveur sur la grille fine (par comparaison a` une
re´solution ite´rative sur la grille fine).
Bai et Brandt [BAI 87] ont e´tendu ce concept a` l’utilisation de grilles loca-
lise´es. Ce re´sultat est particulie`rement inte´ressant puisqu’il permet de faire cohabiter
plusieurs e´chelles. La localisation permet de raffiner la discre´tisation aux endroits
ne´cessaires (voir Figure 2.7 pour un exemple dans la cadre de la fissuration). Pour
la ge´ne´ration des grilles, plusieurs approches sont possibles. Une premie`re consiste
a` ge´ne´rer des grilles plus grossie`res a` partir de la discre´tisation cible pour re´duire le
temps de calcul. Une seconde approche de´marre avec un maillage grossier (a` l’e´chelle
macroscopique) et des grilles localise´es sont ajoute´es pour atteindre l’e´chelle micro-
scopique. Un facteur 2 entre deux grilles successives est conside´re´e comme opti-
mal [RAN 08]. Ce facteur rend l’ajout des grilles et donc le raffinement tre`s simple
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grille ﬁne
grille intermédiaire
grille grossière
résidu
déplacement
Figure 2.6 – Illustration d’une ite´ration entre les grilles pour une me´thode multi-
grilles totale a` 3 grilles.
modèle 
équivalent ℳ1
ℳ2
ℳ3
ℳ4
Figure 2.7 – Exemple de grilles localise´es (ng = 4) en pointe de fissure en trois
dimensions.
puisqu’il consiste a` de´couper des e´le´ments en deux dans chaque direction (ou inver-
sement a` les re´unir). Raffiner un maillage localement est donc une ope´ration triviale,
d’autant qu’il simplifie la ge´ne´ration des ope´rateurs de transfert entre les grilles.
A` convergence les deux grilles les plus fines fournissent un indicateur d’er-
reur de discre´tisation, et permettent donc de savoir ou` ajouter des grilles fines
supple´mentaires. A` partir de cet indicateur, des me´thodes de raffinement auto-
matique [CAV 05, BIB 13] avec controˆle de la pre´cision ont e´te´ de´veloppe´es. Ces
me´thodes tirent leur efficacite´ de la facilite´ du raffinement et de l’efficacite´ du sol-
veur. Les me´thodes multigrilles ont e´galement e´te´ e´tendues aux cas non-line´aires
FAS (Full Approximation Scheme [BRA 77]), ou` les grilles grossie`res traitent les
de´placements totaux et non plus une correction. Le traitement de non-line´arite´s
mate´rielles, avec variable interne, est plus complique´ notamment pour le transfert
de ces variables entre les grilles [KAC 93, RAN 08, BIO 10].
2.3.3 Me´thode X-FEM multigrilles localise´es
Par la suite, nous utilisons la me´thode multigrilles localise´es avec des grilles X-
FEM developpe´e par Rannou et al. [RAN 09, RAN 08] ; elle est donc pre´sente´e
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ci-dessous dans sa formulation e´lastique line´aire. La localisation des grilles permet
de coupler l’e´chelle de la structure, l’e´chelle de la fissure et l’e´chelle de la singularite´.
Dans un premier temps, l’algorithme de re´solution est donne´. Son fonctionnement
est ensuite pre´sente´ avec ses proprie´te´s. Enfin la manie`re dont sont calcule´s les
ope´rateurs de changement d’e´chelle est de´taille´e pour une simulation X-FEM.
2.3.3.1 Algorithme multigrilles localise´es
L’algorithme multigrilles utilise´ repose sur une hie´rarchie de ng grilles. Un indice
g est donne´ a` chacune de ces grilles, et aux quantite´s qui y sont de´finies. La grille
la plus grossie`re est re´fe´rence´e comme la premie`re g = 1, et plus l’indice augmente
plus la finesse des grilles augmente jusqu’a` la plus fine ng.
Les grilles e´tant localise´es, il existe une zone de recouvrement et une zone sans
recouvrement. Pour une grille g donne´e, nous nous inte´ressons a` la zone ou` un grille
plus fine existe. Nous de´finissons la quantite´ BQg de cette grille g a` partir de Qg
mais avec des valeurs nulles ou` aucune grille plus fine n’existe. Cette quantite´ a donc
la meˆme dimension que Qg mais a une valeur non nulle uniquement la` ou` une grille
plus fine existe. Pour cette grille g, nous de´finissons e´galement Γg comme la frontie`re
de la grille plus fine g a` l’inte´rieur du domaine de la grille grossie`re g − 1.
Algorithme multigrilles localise´es
1. Initialisation du Λ cycle
— Grille la plus grossie`re : K1 U
0
1 = F1, g = 2
— Initialisation d’un compteur de sous-cycles : ∀g ∈]1..n− g[ cg = 1
1.1. Transfert des de´placements vers la grille plus fine
U−1/2g = Pg U
0
g−1
1.2. Relaxation de ces de´placements projete´s
Calcul de U 0g par ν2 ite´rations de gradient conjugue´ a` partir de U
−1/2
g ,
KgU
0
g = Fg, sous la condition U
0
g |Γg= PgU 0g−1 |Γg
1.3. Si g 6= ng : retourner a` 1.1. avec g = g + 1
2. Relaxation de la grille fine νf − ν2 ite´rations de gradient conjugue´
KgU
i+1/4
ng = Fng , sous la condition U
i+1/4
ng |Γng = PngU ing−1 |Γng
(2.45)
3. V cycles multigrilles i+ 1
3.1. Re´solutions sur les grilles fines
— g = g − 1
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— Calcul des forces de transfert venant des grilles fines :
BiUg = P
T
g
[(
Kg+1 − BKg+1
)
U ig+1 +B
i
Ug+1
]
(2.46)
— Relaxations : ν1 ite´rations de gradient conjugue´{
KgU
i+1/4
g = Fg −BiUg + BKgU ig
sous la condition U
i+1/4
g |Γg = PgU ig−1 |Γg
(2.47)
— Si g > 1 retour a` 3.1.
3.2. Re´solution directe sur la grille grossie`re
— Test de convergence : si max
g
‖U ig−U i−1g ‖E
‖U i1‖E
<  STOP,
‖Ug‖E est la norme e´nerge´tique telle que ‖Ug‖E = UTg KgUg.
— Re´solution directe du syste`me grossier :
K1U
i+1
1 = F1 −BiU1 + BK1U i1 (2.48)
— g = g + 1
3.3. Projection des de´placements des grilles grossie`res sur les fines (avec re-
laxations)
— Transfert des de´placements grossiers vers la grille plus fine
U i+1/2g = U
i
g + Pg
(
U i+1g−1 −U ig−1
)︸ ︷︷ ︸
∆U i+1g−1
(2.49)
— Calcul de U i+1g : ν2 ite´rations de gradient conjugue´ a` partir de U
i+1/2
g ,{
KgU
i+1
g = Fg −BiUg + BKgU i+1/2g
sous la condition U i+1g |Γg = PgU i+1g−1 |Γg
(2.47)
— Si g = ng : retour a` 2
— Si cg = γ : cg = 1 et g = g + 1 puis retour a` 3.3.
— Sinon : cg = cg + 1 et g = g + 1 puis retour a` 3.1.
Cet algorithme est base´ sur des ite´rations (exposant i) entre les grilles pour obte-
nir le champ de de´placement. Pour deux niveaux et donc pour ng re´cursivement, il a
e´te´ justifie´ par une formulation variationnelle multi-e´chelles par Rannou [RAN 08].
Dans un premier temps, les quantite´s sont initialise´es pour permettre de lancer l’algo-
rithme. L’initialisation commence par la re´solution de la grille la plus grossie`re pour
obtenir une approximation des de´placements. Ces de´placements sont ensuite projete´s
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles
vers la grille infe´rieure (restriction) ou` quelques ite´rations de gradient conjugue´e
sont re´alise´es. Ces ite´rations permettent de corriger l’approximation grossie`re avec
des modes a` longueur de variation plus courte. Elles ont lieu sous la contrainte
que les de´placements de la frontie`re de la grille conside´re´e soit compatible avec les
de´placements de la grille supe´rieure. Cette contrainte est facilement de´finie puisque
les grilles sont hie´rarchiques (Section 2.3.3.2). Ces conditions sont impose´es par sub-
stitution [RAN 08]. L’ope´ration est re´alise´e jusqu’a` la grille la plus fine. Pour des
sche´mas multigrilles ou` le recouvrement est total, l’initialisation sur la grille la plus
grossie`re permet de diminuer le temps de calcul [VEN 00].
Les ite´rations s’arreˆtent lorsqu’un nouveau cycle multigrilles n’apporte qu’une
modification mineure de la solution calcule´e. L’indicateur d’erreur utilise´ est un
indicateur de stagnation de l’e´nergie de de´formation E entre deux cycles i et i− 1
iEg =
∫
Ω
∆σg : ∆g∫
Ω
σ1 : 1
=
∆U igKg∆U
i
g
ui1K1u
i
1
. (2.50)
Ou` ∆g (respectivement ∆σg) repre´sente l’incre´ment de de´formations (respective-
ment de contraintes) entre deux cycles multigrilles i et i−1. Cet indicateur peut eˆtre
calcule´ pour toutes les grilles. Un indicateur directement base´ sur les de´placements
calcule´s peut e´galement eˆtre utilise´
ug =
meanddl|U ig − U i−1g |
maxddl |U1| . (2.51)
Une fois initialise´, le cycle multigrilles peut commencer. Il est compose´ de deux
grandes e´tapes :
— fin→gros : la solution sur la grille fine g est restreinte sur la grille grossie`re g − 1
sous la forme d’un re´sidu, puis quelques (ν1) ite´rations de gradient conjugue´
sont effectue´es sur la grille grossie`re g − 1 (ope´rations 3.1. de l’algorithme).
Ces ite´rations corrigent les de´placements avec les informations de la grille la
plus fine ;
— gros→fin : la correction ∆Ug−1 apporte´e par la grille grossie`re g − 1 est pro-
jete´e sur la grille fine g, puis quelques (ν2) ite´rations de gradient conjugue´ sont
effectue´es sur la grille fine g (ope´rations 3.3. de l’algorithme). Ces ite´rations sur
la discre´tisation plus fine corrigent les de´placements issus de la grille grossie`re.
Pour l’e´tape fin→gros, la grandeur qui est transfe´re´e entre les deux grilles BiUg est
homoge`ne a` un effort. Elle agit comme un second membre de la grille grossie`re.
Re´e´crivons le membre de droite de l’e´quation 2.47 pour deux grilles
Fg − P Tg
[
Kg+1U
i
g+1
]
+ BKgU
i
g, (2.52)
sur la zone de recouvrement, il s’apparente a` un re´sidu.
Ces deux e´tapes reposent sur le transfert de quantite´s entre des grilles diffe´rentes.
Pour cela des ope´rateurs de transfert sont construits comme de´taille´ a` la Sec-
tion 2.3.3.2. Les de´placements de la grille grossie`re Ug−1 sont prolonge´s sur la grille
Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014) 99
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
grille fine ng
ng − 1
2
grille grossie`re 1
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ν1
ν1
νg
ν2
ν2
νf
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ν1
νg
ν2
ν2
νf
valeurs i valeurs i+ 1
Figure 2.8 – Repre´sentation d’un cycle multigrilles pour ng grilles avec γ = 1 (une
seule re´pe´tition du cycle multigrilles par niveau).
fine Ug avec l’ope´rateur Pg (prolongement) qui permet d’e´crire Ug = Pg Ug−1. Dans
l’autre sens, de efforts sont transmis, ces efforts sont restreints de la grille fine a` la
grille grossie`re par un ope´rateur de restriction Rg. Pour permettre de conserver le
travail des efforts inte´rieurs, l’ope´rateur utilise´ est tel que Rg = P
T
g [RAN 08].
Un point clef du solveur multigrilles est l’enchaˆınement de la re´solution entre les
grilles fines et grossie`res. La me´thode retenue (illustre´e sur la Figure 2.8 pour ng
grilles) consiste a` faire quelques (ν1) ite´rations sur chacune des grilles fines jusqu’a`
la grille la plus grossie`re. Puis ν2 ite´rations sont effectue´es sur les grilles grossie`res
jusqu’a` la grille la plus fine. Une alternative peut eˆtre de faire des sous cycles sans
aller a` chaque fois jusqu’a` la grille grossie`re. Des cycles interme´diaires peuvent eˆtre
re´alise´s en ajustant le parame`tre γ de l’algorithme ci-dessus. Le choix fait ici est de
balayer a` chaque cycle toutes les grilles γ = 1.
Les autres parame`tres du solveur a` ajuster sont le nombre d’ite´rations ν1 et ν2
du solveur gradient conjugue´ pre´conditionne´ lors de l’e´tape fin→gros et gros→fin
respectivement. Ces parame`tres sont a` optimiser selon la nature du proble`me a`
re´soudre pour rendre le solveur le plus efficace possible. Il s’agit d’un compromis
entre la pre´cision des corrections apporte´es et le couˆt de calcul d’un cycle. Les
ite´rations du cycle multigrilles visent a` faire converger le champ de de´placements
calcule´ et le champ d’efforts qui transitent entre les grilles. La grille grossie`re permet
de calculer pre´cise´ment les modes de grande longueur de variation qui ne´cessiteraient
beaucoup d’ite´rations sur les grilles fines. Tant que ces modes ne sont pas bien
e´value´s, l’algorithme ne peut converger c’est pourquoi nous choisissons de re´soudre
exactement la grille la plus grossie`re [RAN 08]. Si cette re´solution exacte est trop
couˆteuse, il est possible de simplement ajouter une grille plus grossie`re. De meˆme la
question du nombre d’ite´rations a` re´aliser sur la grille la plus fine se pose, doit-on
effectuer a` la fois les ν1 et ν2 ite´rations ? Nous choisissons de de´finir un nombre νf
d’ite´rations sur cette grille, e´ventuellement diffe´rent de ν1 + ν2.
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Lorsque les grilles ne sont pas localise´es, la grille la plus fine est de loin la grille
qui a le plus de degre´s de liberte´. Les ope´rations y sont donc plus che`res en nombre
de calcul et en me´moire utilise´e. Les grilles localise´es permettent au contraire d’avoir
un nombre plus homoge`ne de degre´s de liberte´ entre les grilles (tout en garantissant
un niveau de pre´cision donne´). A` convergence, le champ de de´placements calcule´ et
donc la pre´cision de la discre´tisation est celui de la grille la plus fine de l’endroit
conside´re´.
D’un point de vue ge´ne´ral, les me´thodes multigrilles permettent de prendre en
compte plusieurs e´chelles. Rannou et al. [RAN 09] ont montre´ que cette me´thode
permettait de prendre en compte une fissure tre`s petite a` l’e´chelle de la structure.
Lorsque les e´le´ments grossiers qui repre´sentent toute la structure sont trop grands
pour prendre en compte la fissure, l’enrichissement des e´le´ments fins uniquement
est suffisant. A` partir de ce re´sultat, Passieux et al. [PAS 13] ont propose´ une
me´thode de calcul non intrusif permettant de prendre en compte une fissure dans
un calcul standard. Pour une structure simule´e avec un logiciel de calcul e´le´ments
finis classique, la me´thode permet de prendre en compte une fissure comme si une
simulation X-FEM e´tait re´alise´e. Les de´placements de la simulation e´le´ments finis
classique sont transmis a` un code multigrilles permettant de prendre en compte la
fissure qui ne renvoie a` cette simulation que des efforts qui apparaissent simplement
comme des efforts au second membre.
2.3.3.2 Les ope´rateurs de changement d’e´chelle
Le proble`me est re´solu sur un ensemble de maillages, dans un cycle multigrilles
passant de grilles fines g a` des grilles grossie`res g− 1 et inversement. Les ope´rateurs
de prolongement Pg et de restriction Rg entre ces grilles sont de´finis comme suit{
Ug = PgUg−1,
BKg−1Ug−1 = RgKgUg.
(2.53)
Dans cette e´quation, KgUg sont les forces internes associe´es au maillage fin, et
BKg−1Ug−1 les forces internes associe´es au maillage grossier ou` une grille plus fine
existe.
Un facteur deux a e´te´ choisi entre les grilles, les espaces UEFg de´finis par les
e´le´ments finis sur ces grilles sont donc imbrique´s c’est-a`-dire
UEFg−1 ⊂ UEFg , ∀g ∈K1, ngK. (2.54)
Cette proprie´te´ permet de projeter facilement un champ de de´placements du maillage
grossier sur le maillage fin. Le degre´ de liberte´ j du maillage fin Ugj est simplement
mis a` la valeur de de´placement grossier ug−1 · ej dans la direction j de la fonction
de forme du maillage fin, au nœud du maillage fin correspondant xj
Ugj = ug−1(xj) · ej, ∀j ∈ Ng, (2.55)
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champ ﬁn (approche en moyenne)
Figure 2.9 – Exemple de projection d’un maillage grossier vers un maillage fin pour
un de´placement unidimensionnel. Deux me´thodes sont compare´es, une approche
nodale et une me´thode de projection en moyenne. La partie supe´rieure repre´sente
les de´placements, la partie infe´rieure, l’erreur par rapport au champ grossier.
ou`Ng est l’ensemble des indices des fonctions de forme du maillage g. La construction
de l’ope´rateur de prolongement Pg, des de´placements de la grille grossie`re g−1 vers
la grille fine g, est donc tre`s simple
Pgjk = Ug−1kϕg−1k(xj) · ej, ∀(j, k) ∈ Ng ×Ng−1, (2.56)
ou` ϕg−1k est la k
ie`me fonction de forme du maillage grossier. Ces fonctions de
forme ayant un support retreint, la matrice Pg est rectangulaire creuse. Elle
peut eˆtre e´value´e au niveau e´le´mentaire. Lorsque les grilles ne sont pas im-
brique´es (e´quation (2.54)), cette approche nodale n’est plus exacte, voir Figure 2.9.
L’ope´ration de projection peut alors eˆtre re´alise´e plus pre´cise´ment [DUR 06] avec
une projection en moyenne comme pre´sente´e a` l’e´quation (1.109).
Il est inte´ressant que le changement de grille soit conservatif, c’est-a`-dire que les
ope´rateurs de changement d’e´chelle laissent invariant le travail des efforts inte´rieurs
sur la zone de projection
UTg−1
BKg−1Ug−1 = UTg KgUg ∀(Ug,Ug−1) (2.57)
UTg−1RgKgUg = U
T
g−1P
T
g KgUg ∀(Ug,Ug−1)
⇓
Rg = P
T
g (2.58)
l’ope´rateur de restrictionRg est donc obtenu a` partir de l’ope´rateur de prolongement.
Dans le cadre des e´le´ments finis e´tendus, la construction des ope´rateurs de chan-
gement d’e´chelle n’est plus si simple [RAN 07, RAN 09]. En effet, il faut transfe´rer
les degre´s de liberte´ standards et les degre´s de liberte´ d’enrichissement qui partagent
les meˆmes supports. La relation d’inclusion des espaces (2.54) n’est plus ve´rifie´e pour
une me´thode X-FEM standard. Il existe un certain nombre de nœuds d’abscisse xj
du maillage fin, ou` les enrichissements fins sont incompatibles avec ceux du maillage
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grossier. C’est-a`-dire qu’en ce nœud les enrichissements applique´s sur la grille fine
sont diffe´rents de ceux de la grille grossie`re.
Les maillages n’e´tant plus compatibles, une approximation est ne´cessaire pour
l’ope´ration de transfert entre les grilles. Une me´thode classique consiste a` de´terminer
ces ope´rateurs a` partir d’une approche en moyenne (confe`re e´quation (1.109)). Cette
approche ne´cessite une inte´gration sur le domaine de´fini par la grille fine, l’assem-
blage de matrices de projection et leur inversion. Si les maillages sont imbrique´s,
l’ope´ration peut eˆtre faite au niveau e´le´mentaire mais l’inte´gration des fonctions
singulie`res reste ne´anmoins complexe. Rannou et al. [RAN 07, RAN 09] ont pro-
pose´ une extension de l’approche nodale pre´ce´dente donnant des re´sultats aussi bons
que l’approche en moyenne.
Cette me´thode consiste a` identifier inde´pendamment, les degre´s de liberte´
e´le´ments finis standards, l’enrichissement discontinu et les enrichissements singu-
liers. Pour le maillage fin g, re´unissons les degre´s de liberte´ en chacun des nœuds xj
dans toutes les directions pour introduire cette me´thode
ug(xj) = ugj +
{
ugcjH(xj) enrichissement discontinu,∑4
k=1 ug
k
e j
Sk(xj) enrichissement singulier.
(2.59)
Ou` ugj sont les degre´s de liberte´ e´le´ments finis du nœud j dans la direction associe´e,
ugcj sont les degre´s de liberte´ des enrichissements discontinus du nœud j dans la
direction associe´e, et ug
k
e j
les degre´s de liberte´ des enrichissements singuliers k du
nœud j dans la direction associe´e.
La me´thode est pre´sente´e au cas par cas a` partir de la nature des degre´s de
liberte´ du nœud fin conside´re´, puis en fonction de leur position dans le support des
fonctions de forme du maillage grossier.
— Nœud fin standard
— Dans le support de fonctions de forme standards uniquement : situation
FEM de l’e´quation (2.55)
— Dans le support de fonctions de forme enrichies : non compatible, on
approche les de´placements grossiers enrichis avec les e´le´ments finis fins
aux nœuds fins (e´quation (2.55))
— Nœud fin enrichi par la discontinuite´
— Dans le support de fonctions de forme enrichies par la discontinuite´ :
identification terme a` terme des degre´s de liberte´ e´le´ments finis ugj et
des discontinus ugcj
ugj =
∑
k∈Ng−1
ug−1kϕg−1k(xj)
ugcj =
∑
k∈Ndg−1
ug−1ckϕg−1k(xj)
(2.60)
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— Dans le support de fonctions de forme enrichies avec la singularite´ et la
discontinuite´ : non compatible, identification terme a` terme des degre´s
de liberte´ e´le´ments finis ugj et des enrichissements fins discontinus ugcj
avec tous les autres enrichissements grossiers
ugj =
∑
k∈Ng−1
ug−1kϕg−1k(xj)
ugcj =
( ∑
k∈Ndg−1
[
ug−1ckϕg−1k(xj)H(xj)
+
4∑
i=1
ug−1iekϕg−1k(xj)Sy(xj)
])
/H(xj)
(2.61)
— Nœud fin enrichi avec la singularite´
— Dans le support de fonctions de forme enrichies avec la singularite´ : iden-
tification terme a` terme des degre´s de liberte´ e´le´ments finis ugj et des
singuliers ug
k
e j
ugj =
∑
k∈Ng−1
ug−1kϕg−1k(xj)
ug
i
ej
=
∑
k∈Neg−1
ug−1iekϕg−1k(xj), ∀i ∈ J1, 4K (2.62)
Cette approche ne´cessite simplement de calculer les fonctions de forme grossie`res
et d’enrichissement aux nœuds du maillage fin. L’approximation re´alise´e dans les cas
d’enrichissements fins non conformes avec les enrichissements grossiers est localise´e.
Par conse´quant, elle est rapidement lisse´e par les ite´rations de gradient conjugue´ sur
la grille fine [RAN 08].
2.3.4 Introduction du patch analytique
Le patch analytique de´crit a` la Section 2.2.4 est introduit dans l’algorithme
multigrilles. Il permet de traiter l’e´chelle de la singularite´ qui est l’e´chelle la plus
fine. Il est donc introduit au niveau de la grille la plus fine, comme repre´sente´ sur la
Figure 2.10, la structure du programme multigrilles X-FEM localise´es avec le patch
est de´veloppe´e dans l’Annexe 1. Dans une premier temps, Passieux et al. [PAS 11]
ont conside´re´ le patch comme une grille a` part entie`re, la grille la plus fine. Il faut
alors calculer le raccord inte´gral pour imposer les de´placements sur sa frontie`re Γng ,
mais e´galement des ope´rateurs de changement d’e´chelle entre le patch et la grille
X-FEM la plus fine ng − 1. Ces ope´rateurs ne peuvent plus eˆtre calcule´s par une
extrapolation directe, une me´thode en moyenne doit eˆtre utilise´e. De plus cette grille
a un tre`s petit nombre de degre´s de liberte´. Un solveur direct est donc utilise´ pour
la patch analytique.
L’utilisation de cette approche a montre´ [PAS 11] que la me´thode multigrilles
avec le patch comme grille fine convergeait nettement plus lentement que la me´thode
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Figure 2.10 – Repre´sentation d’un cycle multigrilles (ng grilles, γ = 1) avec l’intro-
duction du patch analytique comme une grille supple´mentaire et γW = 3 ite´rations
entre ce patch et la grille ng, comme propose´ par Passieux et al. [PAS 11].
multigrilles localise´es X-FEM. Afin d’optimiser la vitesse de convergence d’un algo-
rithme mixte comme illustre´ Figure 2.10, il est ne´cessaire de faire des ite´rations
supple´mentaires entre la grille fine ng− 1 et le patch. Il s’agit d’un sous cycle multi-
grilles pour le patch. Ce nombre de sous-cycles sera appele´ γW . En pratique il a e´te´
constate´ pour un exemple donne´ que γW = 6 · γ est quasi-optimal.
Cette lenteur de convergence lorsque le patch est traite´ comme une grille de
l’algorithme multigrilles invite a` proposer une autre approche. Il est possible de
de´composer la grille la plus fine ng en deux sous domaines comme pour l’approche
monogrille de la Section 2.2. Cette de´composition ne´cessite e´galement l’utilisation
d’une approche en moyenne pour construire les ope´rateurs de transfert entre cette
grille et la grille plus grossie`re ng − 1.
Dans la me´thode de de´composition de domaine propose´e, repre´sente´e Figure 2.2,
les domaines ΩX et ΩW ne communiquent que par l’interme´diaire de leur inter-
face. Le couplage du champ de de´placements X-FEM avec le champ analytique se
fait par l’interme´diaire de multiplicateurs de Lagrange. Dans l’esprit des me´thodes
de de´composition de domaine, Passieux et al. [PAS 13] ont propose´ de condenser
le domaine analytique sur son interface par l’interme´diaire des multiplicateurs de
Lagrange. Il est ensuite possible de ne re´soudre le syste`me que sur les degre´s de
liberte´ du domaine X-FEM. L’algorithme de re´solution est alors celui repre´sente´ sur
la Figure 2.8, avec une modification de la rigidite´ de la grille fine.
Le syste`me line´aire de l’approche monogrille (2.38) caracte´risant ce proble`me
peut eˆtre se´pare´ en deux parties
Proble`me grossier : KXUX = F +C
T
XΛ
Proble`me fin :
[
KW −CTW
−CW 0
](
UW
Λ
)
=
(
0
CXUX
)
(2.63)
Le proble`me fin n’est pas inde´pendant du proble`me grossier. Il rec¸oit des conditions
aux limites du proble`me grossier. De son cote´, le proble`me grossier est influence´ par
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le proble`me fin uniquement par l’interme´diaire des multiplicateurs de Lagrange Λ. Si
le projecteur de Mortar CW est inversible (c’est le cas si on utilise les champs analy-
tiques comme multiplicateurs de Lagrange), le proble`me fin permet alors d’e´crire Λ
sous la forme
Λ = −C−TW KWUW (2.64)
= −C−TW KWC−1W︸ ︷︷ ︸
S−1W
CXUX . (2.65)
Ou` S−1W est l’inverse du comple´ment de Schur. Le multiplicateur de Lagrange est donc
e´crit a` partir des degre´s de liberte´ du domaine X-FEM uniquement. Le proble`me
grossier de l’e´quation (2.63) peut donc eˆtre re´solu inde´pendamment des degre´s de
liberte´ du proble`me finKX +CTX C−TW KWC−1W CX︸ ︷︷ ︸
LW dans [PAS 13]
UX = F . (2.66)
On remarque que la matrice de rigidite´ du patch analytique influence ne´anmoins la
re´solution sur le domaine X-FEM.
Dans le cas ge´ne´ral ou` CW est rectangle et donc non inversible, la projection
de uW sur uX est faite au sens des moindres carre´s. On cherche a` minimiser l’e´cart
entre ces deux champs de de´placements au sens du produit scalaire suivant
J = (CXUX −CWUW )T . (CXUX −CWUW ) . (2.67)
La fonction J re´sultante atteint un minimum quand sa de´rive´e s’annule
∂J
∂UW
= 2
(
CTWCWUW −CTWCXUX
)
= 0
⇒ UW =
(
CTWCW
)−1
CTWCXUX . (2.68)
Plutoˆt que l’inverse de CW nous utiliserons
(
CTWCW
)−1
CTW . L’e´quation (2.65), de-
vient alors
Λ = −CW
(
CTWCW
)−T
KW
(
CTWCW
)−1
CTWCXUX . (2.69)
Le proble`me a` re´soudre sur les degre´s de liberte´ du domaine X-FEM peut donc
s’e´crire comme pre´ce´demment[
KX +C
T
XCW
(
CTWCW
)−T
KW
(
CTWCW
)−1
CTWCX
]
UX = F . (2.70)
Avec cette condensation, l’introduction du patch dans la grille fine modifie moins
l’algorithme multigrilles. Il conserve la forme de la Figure 2.8. Afin de ne pas
e´valuer les de´placements du patch et avoir a` construire les ope´rateurs de change-
ment d’e´chelle avec une me´thode en moyenne, la grille X-FEM est active´e sur tout
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles
le domaine. La matrice de rigidite´ Kng de la grille la plus fine avec le patch est
donc la rigidite´ du domaine X-FEM KX comple´te´e de la matrice de rigidite´
BKng
X-FEM du domaine du patch analytique pour les e´le´ments de´sactive´s. De meˆme
les de´placements ge´ne´ralise´s Ung de la grille la plus fine ng sont ceux du domaine
X-FEM UX comple´te´s par des degre´s de liberte´ X-FEM
BUng associe´es a` ΩW .
Les νf relaxations sur la grille fine (voir Figure 2.8) sont donc faites en prenant
en compte la condensation du patch analytique, l’e´quation (2.45) devient(
Kng − BKng +CTXC−TW KWC−1W CX
)
U i+1/4ng = Fng ,
sous la condition U i+1/4ng |Γng = PngU ing−1 |Γng .
(2.71)
Dans cette e´quation, Kng − BKng = KX ou` KX est comple´te´ de ze´ros pour avoir
la meˆme dimension que Kng , de meˆme pour les de´placements ge´ne´ralise´s. Cette
modification de l’algorithme multigrilles localise´es de la Section 2.3.3.1 a de´montre´
son efficacite´ en terme de convergence et pour l’e´valuation du facteur d’intensite´ des
contraintes mode I dans [PAS 13]. Passieux et al. ont e´galement utilise´ avec succe`s
ce nouvel algorithme pour simuler la propagation d’une fissure dans une plaque
troue´e en mode mixte. C’est cette me´thode qui sera utilise´e en 3D.
Bilan sur l’extraction directe des facteurs d’inten-
site´ en 3D
La me´thode d’extraction des FIC en trois dimensions de´veloppe´e dans le cadre
de cette the`se est pre´sente´e dans ce chapitre. Elle est tre`s similaire a` sa version 2D,
la principale difficulte´ de l’extension 3D est la de´finition de champs asymptotiques
pour le patch analytique. La discre´tisation propose´e en pointe de fissure est base´e
sur une troncature de la se´rie de Williams en de´placements. Cette se´ries est suppose´e
e´voluer continuˆment le long du front. Nume´riquement cette e´volution est traduite
par une e´volution e´le´ments finis fonction de l’abscisse curviligne obtenue a` l’aide
d’une troisie`me level set. A` partir de cette de´finition des de´placements, leur gradient
est calcule´ dans la base locale pour obtenir les contraintes et les de´formations. Cette
discre´tisation permet d’obtenir directement les e´volutions des coefficients asympto-
tiques le long du front.
La me´thode nume´rique permettant d’inte´grer le patch dans la simulation de
la structure est e´galement pre´sente´e. Elle est base´e sur une formulation faible a`
trois champs et utilise le formalisme de me´thodes de de´composition de domaine. En
pratique la de´composition de domaine est re´alise´e apre`s la ge´ne´ration du maillage de
la structure. Cette strate´gie permet de simplifier l’ope´ration de maillage et facilite la
simulation de la propagation. Les e´le´ments du patch sont de´sactive´s et uniquement
utilise´ pour l’inte´gration. Enfin, Le couplage de cette me´thode avec un strate´gie
multigrilles localise´es est pre´sente´. En trois dimensions, la re´solution nume´rique d’un
proble`me de fissuration ne´cessite ge´ne´ralement un tre`s grand nombre de degre´s de
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2. Extraction directe des facteurs d’intensite´ des contraintes en 3D
liberte´ pour obtenir une bonne pre´cision depuis l’e´chelle de la structure jusqu’a`
celle de la singularite´. La me´thode multigrilles X-FEM localise´es permet de traiter
efficacement la re´solution et de ge´ne´rer plus facilement la discre´tisation localement
raffine´e. La structure du programme multigrilles X-FEM localise´es avec le patch
analytique est de´taille´e a` l’Annexe 1, elle synthe´tise l’approche nume´rique pre´sente´e
dans ce chapitre.
Dans le Chapitre suivant, cette DEK-FEM 3D est valide´e sur la simulation de cas
tests. Des fissures planes a` front droits et courbes sont simule´es. On ve´rifie que ces
simulations permettent bien d’obtenir les e´volutions des coefficients asymptotiques
le long du front. Les diffe´rents parame`tres de la me´thode sont calibre´s.
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Chapitre 3
Application a` des proble`mes
e´lastiques
Ce Chapitre est consacre´ a` l’application de la me´thode DEK-FEM a` des cas
tests tridimensionnels. Dans un premier temps, des fissures planes a` front
droit sont conside´re´es pour e´valuer l’impact de la discre´tisation le long du
front sur l’e´valuation des FIC. Ensuite, des fissures planes a` front circulaire
sont conside´re´es. La me´thode est e´value´e sur des cas tests pre´sentant des solu-
tions analytiques. L’influence des diffe´rents parame`tres de la me´thode et de la
discre´tisation du patch sur l’identification des FIC est e´tudie´e. Enfin, une ap-
plication du couplage de la DEK-FEM avec un algorithme multigrilles X-FEM
localise´es est pre´sente´e.
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3. Application a` des proble`mes e´lastiques
A` l’heure actuelle, la me´thode est de´veloppe´e pour des hexae`dres a` huit nœuds.
Ces e´le´ments ont e´te´ choisis puisqu’ils permettent de construire facilement des
maillages 3D re´guliers. La me´thode permet e´galement l’utilisation de maillages
ge´ne´re´s par d’autres logiciels comme Gmsh [GEU 09]. L’extension a` d’autres
e´le´ments ne pre´sente pas de difficulte´ majeure. Le sous-de´coupage multigrilles doit
ne´anmoins eˆtre pre´vu.
En ce qui concerne le domaine X-FEM, des enrichissements Heaviside ge´ne´ralise´s
pre´sente´s a` l’e´quation (1.51) sont utilise´s. Ces fonctions classiques introduisent
des difficulte´s nume´riques dans les e´le´ments semi-enrichis (blending elements, Sec-
tion 1.2.2.5). Une autre difficulte´ de cette me´thode est l’inte´gration des fonc-
tions d’enrichissement, difficulte´ e´galement pre´sente pour la DEK-FEM au niveau
du patch et de son interface. Nous utilisons simplement une me´thode de Gauss
d’ordre 7. Des solutions plus e´labore´es et plus performantes a` ces difficulte´s sont
pre´sente´es 1.2.2.5 et pourraient eˆtre imple´mente´es.
Enfin, une autre difficulte´ introduite par l’extension au 3D est l’augmentation
drastique du nombre d’e´le´ments et donc de degre´s de liberte´. L’objectif de cette
e´tude pre´liminaire est l’expe´rimentation de cette me´thode nume´rique pour e´valuer
son potentiel. Il s’agit pour le moment d’un code Matlab. Une prochaine e´tape,
pour re´gler ces trois difficulte´s, serait d’imple´menter cette me´thode dans un code de
calcul X-FEM multigrilles localise´es, comme ELFE-3D de´veloppe´ au LAMCOS. Par
la suite, les coefficients asymptotiques sont normalise´s, les longueurs sont donne´es a`
titre indicatif en me`tres.
3.1 Fissures a` front droit
Nous nous inte´ressons dans un premier temps a` des fissures planes a` front droit.
Le repe`re du front de fissure (et, en, es) est donc invariant le long du front. On s’af-
franchit donc du calcul de la matrice Jacobienne Jl lors du calcul du gradient des
de´placements. Pour ce type de ge´ome´trie de fissure, la de´finition classique des champs
singuliers (pre´sente´e Section 2.1.1) ve´rifie la compatibilite´ contraintes/de´placements.
La de´finition classique ne prend pas en compte l’e´volution le long du front, contrai-
rement a` la discre´tisation propose´e pour le patch analytique. Deux ge´ome´tries et
chargements sont conside´re´s, un barreau avec une fissure syme´trique en tension
(SEN pour Single Edge Notch) et un barreau en flexion trois points avec une fissure
incline´e (3PB pour Three Points Bending).
3.1.1 Fissure syme´trique en tension (SEN)
Nous nous inte´ressons dans un premier temps a` un barreau rectangulaire en
tension a moitie´ fissure´ par une fissure dans le plan de syme´trie. Sa ge´ome´trie est
repre´sente´e sur la Figure 3.1. La section du barreau a une e´paisseur W deux fois plus
grande que la longueur de la fissure a, et une largeur trois fois plus grande t = 3 a.
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Fissures a` front droit
σ
0
. n
Figure 3.1 – Repre´sentation de la ge´ome´trie et du chargement, pour le barreau
syme´trique en tension (SEN).
La longueur du barreau conside´re´ est de l = 3.5 a. La tension est applique´e sur les
extre´mite´s par une re´partition de pression σ0·n. Un coefficient de Poisson de ν = 1/3
est choisi.
Cette ge´ome´trie a e´te´ choisie car elle permet de comparer ces re´sultats a` des
re´sultats ante´rieurs. Ce cas test a notamment e´te´ traite´ par
— Li et al. [LI 98] avec la me´thode des e´le´ments de frontie`res (introduite a` la
Section 1.2.1.1). C’est la premie`re re´fe´rence que nous conside´rerons, elle n’est
pas limite´e par la discre´tisation qui est 2D,
— Sukumar et al. [SUK 00] au moyen d’e´le´ments finis e´tendus et avec l’inte´grale
d’interaction. Cette re´fe´rence compare deux tailles de maillage X-FEM :
20 e´le´ments par direction et 40 e´le´ments par direction. Les champs auxiliaires
sont les se´ries de Williams 2D en de´formations planes. Les re´sultats ne sont
pas donne´s autour des vertex (intersection entre le front et la surface libre),
c’est-a`-dire dans les zones de variation rapide,
— Lachambre [LAC 14b] avec une me´thode de projection sur les se´ries de
Williams en de´formations planes dans des plans orthogonaux au front intro-
duite a` la Section 1.2.4.3. Les champs me´caniques y sont obtenus par une
simulation fine FEM puis projete´s. Pre`s des surface libres, cette approche ne
donne pas satisfaction.
Les discre´tisations X-FEM conside´re´es pour la DEK-FEM sont les meˆmes que
Sukumar et al. [SUK 00] : une dite grossie`re avec 20 e´le´ments par direction et
la seconde dite fine avec 40 e´le´ments par direction. Le rayon rW du patch est
de 1, 7 e´le´ments, 14 e´le´ments finis 1D sont conside´re´s le long du front pour le patch.
Pour la discre´tisation X-FEM grossie`re, un e´le´ment du patch a une longueur ds '
1, 43 e´le´ments X-FEM, tandis que pour la discre´tisation fine ds ' 2, 86 e´le´ments
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3. Application a` des proble`mes e´lastiques
φs(s)
si sfsi+1
Figure 3.2 – Fonctions de forme 1D e´le´ments finis le long du front (ordre ze´ro).
Quatre e´le´ments sont repre´sente´s le long du front comme sur la figure 2.4.
X-FEM. Les multiplicateurs de Lagrange sur l’interface ΓW sont discre´tise´s sur des
e´le´ments finis 2D d’ordre un (sur les faces des e´le´ments X-FEM qui repre´sentent la
frontie`re entre ΩW et ΩX).
Dans un premier temps, des e´le´ments d’ordre ze´ro sont conside´re´s le long du
front. Les fonctions de forme associe´es a` ces e´le´ments sont constantes autour des
nœuds du front, et leur gradient le long du front est nul. Elles sont repre´sente´es
Figure 3.2. Pour un front droit, lorsque des e´le´ments d’ordre ze´ro sont conside´re´s,
les champs me´caniques du patch analytique sont directement ceux des se´ries de
Williams sur chacun des e´le´ments. Ils sont donc identiques aux champs auxiliaires
de l’inte´grale d’interaction utilise´s dans la re´fe´rence [SUK 00]. Ne´anmoins, cette
discre´tisation introduit des discontinuite´s des de´placements le long du front.
L’e´volution du facteur d’intensite´ des contraintes en mode I (KI) e´value´e par la
simulation DEK-FEM est trace´e pour cette discre´tisation sur la Figure 3.3a. Puisque
le proble`me est syme´trique, seule la moitie´ de l’abscisse curviligne est repre´sente´e.
s/t = 0 est au milieu du front et s/t = 0.5 sur la surface libre. A` cœur, la va-
leur est proche des e´valuations de la litte´rature qui utilisent la meˆme de´finition des
champs asymptotiques. Cette de´finition directement issue du 2D ne prend notam-
ment pas en compte les modifications de´montre´es ne´cessaires en 3D [LEB 92]. Dans
cette zone, KI est quasiment constant aussi la discre´tisation d’ordre ze´ro n’est pas
pe´nalisante. Cependant, a` l’approche des surfaces libres, KI ne diminue que tre`s
peu. Cette discre´tisation ne permet pas de prendre en compte la diminution ob-
serve´e dans la litte´rature, qui s’explique notamment par une singularite´ qui n’est
plus d’ordre 1/2 [BAZˇ 79, CHA 00]. Pour une discre´tisation deux fois plus fine,
l’e´valuation de KI ne varie que faiblement, la discre´tisation grossie`re semble suffi-
sante.
Une discre´tisation e´le´ments finis d’ordre un le long du front, comme repre´sente´
sur la Figure 2.4, induit un champ de de´placements continu le long du front. Les co-
efficients asymptotiques e´value´s le long du front sont donc continus et leur e´volution
le long du front est prise en compte dans la rigidite´. Pour cet ordre, le champ de
contraintes n’est plus identique a` celui utilise´ dans l’inte´grale d’interaction. Pour
cette discre´tisation, la valeur de KI est plus e´leve´e que celui de l’inte´grale d’inter-
action utilise´e par Sukumar et al. [SUK 00]. L’ordre de grandeur reste comparable
aux e´valuations de la litte´rature. La diminution au bord du barreau est mieux prise
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(b) Ordre 1
Figure 3.3 – Les facteurs d’intensite´ des contraintes en mode I pour le barreau en
tension a` moitie´ fissure´. Pour des raisons de syme´trie, seule la moitie´ du front est
repre´sente´e. La figure (a) correspond a` une discre´tisation le long du front d’ordre 0
(i.e., ϕk constante sur chacun des e´le´ments), la figure (b) a` une discre´tisation
d’ordre 1.
en compte. Pour cette discre´tisation du front, le raffinement de la discre´tisation X-
FEM a un impact plus important sur la valeur identifie´e, en particulier pre`s du bord
libre.
Ce cas test permet de constater que pour un front droit, lorsque les varia-
tions des coefficients asymptotiques sont faibles (a` cœur pour s/t ∈ [0; 0.3]),
une discre´tisation d’ordre ze´ro le long du front donne des re´sultats tre`s simi-
laires aux autres me´thodes (i.e., e´le´ments de frontie`res [LI 98], FEM puis projec-
tion sur les se´ries de Williams [LAC 14b] et X-FEM puis inte´grale d’interaction).
En effet, dans ce cas pre´cis, les champs asymptotiques 2D qui sont utilise´s dans
toutes ces me´thodes ve´rifient la compatibilite´ contraintes/de´placements. Cette va-
leur n’est qu’une re´fe´rence approche´e. Cependant, quand ces coefficients asympto-
tiques e´voluent le long du front (a` l’approche de la surface libre, pour s/t ∈ [0.3; 0.5[)
la DEK-FEM avec une discre´tisation d’ordre ze´ro le long du front semble remise en
cause. En effet, dans le patch analytique, les de´placements sont discontinus et les
contraintes ne s’e´quilibrent pas le long du front. Une discre´tisation d’ordre un le long
du front est alors souhaitable, elle permet de retrouver la diminution des FIC atten-
due aux abords des surfaces libres. Pour confirmer ce re´sultat, nous nous inte´ressons
ensuite a` une situation pour laquelle les coefficients asymptotiques e´voluent le long
du front avec une amplitude plus importante.
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3. Application a` des proble`mes e´lastiques
(a) Ge´ome´trie et chargement (b) Repre´sentation de ΓW
Figure 3.4 – Repre´sentation de la ge´ome´trie, du chargement et de la l’interface ΓW
entre la patch et le domaine X-FEM, pour le barreau en flexion trois points (3PB).
3.1.2 Flexion trois points (3PB)
La deuxie`me configuration a` laquelle nous nous inte´ressons est e´galement un
barreau rectangulaire. Cette fois la fissure est incline´e pour activer diffe´rents modes
en pointe de fissure. Il est charge´ en flexion trois points par un effort d’intensite´ Fx =
10 kN au milieu (repris par 2 appuis a` ses extre´mite´s). Cette fois le proble`me n’est
plus syme´trique, la rotation dans le plan des appuis est bloque´e sur deux plans au
milieu de l’e´paisseur aux extre´mite´s du barreau. Sa ge´ome´trie et son chargement
sont repre´sente´s sur la Figure 3.4a. La section du barreau conside´re´ est carre´e,
l’e´paisseur W = 7 et la largeur t = 7 sont donc identiques, sa longueur est de l = 18.
La longueur de la fissure a est e´gale au tiers de cette section : a = 2, 33 m' W/3 =
t/3. Un coefficient de Poisson de ν = 0, 38 est choisi. Deux discre´tisations sont
conside´re´es, une grossie`re avec des e´le´ments cubiques de H = 0.5 m d’areˆte (14 ×
36×14 e´le´ments3) et une grossie`re avec des e´le´ments cubiques de h = H/2 = 0.25 m
d’areˆte (28 × 72 × 28 e´le´ments3). Les parame`tres retenus pour le patch sont un
rayon rW de 1, 7 e´le´ments et 13 e´le´ments finis 1D le long du front pour le patch.
La taille des e´le´ments le long du front est donc ds ' 1, 08 e´le´ments X-FEM pour le
maillage X-FEM grossier et ds ' 2, 15 e´le´ments X-FEM pour le maillage fin.
Cette simulation est inte´ressante car les coefficients asymptotiques e´voluent le
long du front et les trois modes sont active´s. Les e´volutions des modes I et III
sont syme´triques, tandis que celle du mode II est antisyme´trique [LAZ 08]. KIII
est quasiment uniforme tandis que KII n’est important que pre`s des bords. Les
coefficients asymptotiques conside´re´s sont adimensionne´s. Par la suite, on conside`re
Ki
Fx
√
a
tW
et
T
Fx
tW
. (3.1)
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Figure 3.5 – Barreau en tension a moitie´ fissure´, les e´volutions le long du
front (normalise´ par la largeur) de trois facteurs d’intensite´ des contraintes nor-
malise´s (Ki/(Fx
√
a/W t)) sont repre´sente´es ainsi que celle du T -stress normalise´
(T/(Fx/W t)). La figure (a) correspond a` une discre´tisation le long du front d’ordre 0
(i.e., ϕk constante sur chacun des e´le´ments), et d’ordre 1 sur (b).
De plus, cette configuration permet de tester la DEK-FEM en 3D pour une fissure
non compatible avec la direction des e´le´ments.
Dans un premier temps, pour cet exemple aussi, des fonctions de forme e´le´ments
finis d’ordre ze´ro sont conside´re´es. Les facteurs d’intensite´ des contraintes ainsi
que le T -stress identifie´s par la simulation DEK-FEM sont repre´sente´s Figure 3.5a.
On retrouve les tendances attendues [LAZ 08], mais la non-continuite´ des champs
me´caniques le long du front entraˆıne une e´valuation saccade´e des facteurs d’intensite´
des contraintes. Comme dans l’exemple pre´ce´dent, la simulation grossie`re donne des
coefficients asymptotiques proches de la simulation fine, en particulier a` cœur. La
simulation fine lisse ne´anmoins en partie ces coefficients.
Quand une discre´tisation d’ordre un est conside´re´e le long du patch, les e´volutions
des coefficients asymptotiques sont continues meˆme pour la discre´tisation grossie`re.
Elles sont repre´sente´es sur la Figure 3.5b pour les facteurs d’intensite´ des contraintes
et pour le T -stress. Les tendances sont e´galement celles attendues bien que (comme
pour une discre´tisation d’ordre ze´ro) les syme´tries et anti-syme´tries ne soient pas
parfaites car le barreau fle´chi le´ge`rement dans la direction de l’e´paisseur. A` cœur,
le raffinement du maillage X-FEM a un impact mode´re´ sur le mode I, et un impact
faible sur les autres modes.
Cette configuration montre que la DEK-FEM est efficace pour une fissure incline´e
par rapport au maillage. Comme repre´sente´ sur la Figure 3.4b, l’interface entre le
patch analytique et le domaine X-FEM est alors en escalier. Pour ces deux maillages
assez grossiers, une discre´tisation d’ordre un le long du front permet de retrouver
des e´volutions des FIC continues et qui respectent les tendances attendues [LAZ 08].
Pour e´valuer la pre´cision de la me´thode, nous nous inte´ressons par la suite a` des
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3. Application a` des proble`mes e´lastiques
situations pour lesquels des e´valuations analytiques existent.
3.2 Fissures a` front courbe
De nombreuses fissures micro-structurellement longues dans un champ de
contraintes homoge`ne tendent a` avoir une forme elliptique. Elles se de´veloppent
soit a` cœur, soit pre`s d’un bord ou d’un coin. Cette tendance a e´te´ constate´e aussi
bien expe´rimentalement que nume´riquement par l’application de lois de propaga-
tion de fissure. Ce type de fissure a donc e´te´ beaucoup e´tudie´ aussi bien par des
approches analytiques [KAS 66, SHA 73] que nume´riques [RAJ 79]. Ces e´tudes ont
permis de proposer des expressions des facteurs d’intensite´ des contraintes pour de
nombreuses situations ge´ne´riques. Ces expressions permettent de mieux maˆıtriser la
propagation de ces fissures elliptiques dans des structures a` partir des sollicitations
lointaines.
Des me´thodes plus e´labore´es sont ne´anmoins ne´cessaires pour comprendre le
comportement de fissures plus complexes, pour lesquelles l’hypothe`se de forme el-
liptique n’est plus pertinente. Ces formes plus complexes apparaissent notamment,
lorsque les fissures sont plus grandes ou que les sollicitations e´voluent au cours de
la propagation ou encore que les effets dynamiques ge´ne`rent des bifurcations,... La
simulation de ces fissures de forme complexe est l’objectif de cette the`se. Ne´anmoins,
ces re´sultats sur des fissures de formes simples sont autant de cas tests permettant
de valider les me´thodes nume´riques propose´es.
Comme pre´ce´demment, nous nous inte´resserons aux facteurs d’intensite´ des
contraintes et a` leur e´volution le long du front. La difficulte´ supple´mentaire in-
troduite par ces fissures est la courbure du front. Lorsque le front est courbe, la
de´finition classique des champs asymptotiques en pointe de fissure n’est plus exacte.
L’influence de la courbure est particulie`rement forte pour les me´thodes d’extrac-
tion directe puisque le proble`me est re´solu en utilisant les champs asymptotiques.
Puisque la me´thode utilise´e assure la ve´rification de l’e´quilibre, nous nous sommes
assure´s que les champs me´caniques utilise´s (pre´sente´s a` la Section 2.1.2) ve´rifient la
compatibilite´ contraintes/de´placements.
3.2.1 Fissure penny-shaped en tension
Le premier cas test conside´re´ est une fissure plane a` front circulaire (penny-
shaped) soumise a` de la tension σ0 dans la direction normale a` ses le`vres. Cette confi-
guration e´tant syme´trique, seul le mode I est active´. Pour un milieu infini avec des
conditions aux limites a` l’infini, le proble`me est axisyme´trique, les coefficients asymp-
totiques sont donc uniformes le long du front. Comme rappele´ dans [WAN 04], sous
ces hypothe`ses, des expressions analytiques du facteur d’intensite´ des contraintes et
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Fissures a` front courbe
2l
-σ0.z
σ0.z
Figure 3.6 – Repre´sentation de la ge´ome´trie et du chargement, la fissure penny-
shaped sous un chargement de tension.
du T -stress sont connues
KI = 2σ0
√
a
pi
and T = −1 + 2ν
2
σ0. (3.2)
Ce proble`me est un cas test classique en me´canique de la rupture. Sa simulation
pre´sente ne´anmoins une difficulte´ puisque la simulation d’un milieu infini dans un
contexte e´le´ments finis ne´cessite une approximation due aux effets de bords. Nous
conside´rons un milieu de dimension fini (cube d’areˆte 2l) largement supe´rieur a` la
taille de la fissure de rayon a = l/10. Cette configuration approche´e est repre´sente´e
sur la Figure 3.6.
Pour que la fissure soit maille´e suffisamment finement avec un nombre de degre´s
de liberte´ total raisonnable, un maillage localement raffine´ est conside´re´. Nous uti-
lisons le meˆme maillage que Sukumar et al. dans [SUK 00] pour avoir un point de
comparaison avec une me´thode nume´rique comparable (X-FEM et inte´grale d’inter-
action). Ce maillage pre´sente une taille de maille H relativement grande par rapport
au rayon de courbure du front H ' a
3,5
. Nous utilisons e´galement un maillage dont
la zone fine est deux fois plus fine h ' a
7
pour ve´rifier qu’un raffinement de la
me´thode nume´rique ame´liore la pre´cision des calculs. Le code Gmsh [GEU 09] uti-
lise´ pour ge´ne´rer ces maillages est donne´ a` l’Annexe 2. 12 e´le´ments finis d’ordre
un sont conside´re´s le long du front, ds ' 2pia
12H
' 1, 8 e´le´ments X-FEM grossiers et
ds ' 2pia
12h
' 3, 7 e´le´ments X-FEM fins.
Pour ces maillages, le facteur d’intensite´ des contraintes et le T -stress e´value´s
le long du front sont repre´sente´s a` la Figure 3.7. La DEK-FEM permet bien de
retrouver des coefficients asymptotiques uniformes et continus, en particulier le fac-
teur d’intensite´ des contraintes. Ce re´sultat est ve´rifie´ pour KI (le terme domi-
nant) pour les deux discre´tisations. Cette qualite´ est inte´ressante puisqu’elle per-
met d’e´viter des oscillations sur les FIC qu’on retrouve avec l’inte´grale d’interac-
tion [SUK 00, MOE¨ 02a, RAN 09]. En effet, avec cette me´thode de post-traitement,
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Figure 3.7 – E´tude de l’influence de la taille du maillage X-FEM h sur l’e´valuation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en tension, discre´tisation
d’ordre 1 le long du front.
la discre´tisation des champs me´caniques calcule´s entraˆıne ge´ne´ralement des oscil-
lations. Cependant, de le´ge`res oscillations dans l’e´valuation du T -stress existent.
L’e´valuation du T -stress est assez pre´cise, elle s’ame´liore avec le raffinement du
maillage (< 2.5% d’erreur pour le maillage fin et < 4% pour le maillage grossier).
Cependant, le calcul de l’e´valuation du facteur d’intensite´ des contraintes est moins
pre´cis (' 12% d’erreur pour le maillage fin, et ' 18% pour le maillage grossier).
Cette erreur est notable par rapport au < 5% obtenus par Sukumar et al. [SUK 00]
avec un calcul X-FEM et l’inte´grale d’interaction pour un maillage comparable au
maillage grossier. Ne´anmoins, en raffinant la discre´tisation X-FEM, les erreurs di-
minuent aussi bien pour KI que pour le T -stress. L’identification du T -stress pour
des maillages relativement grossiers est naturellement meilleure car c’est un terme
dont la zone d’influence est plus grande.
La zone d’influence de chacun des termes de la se´rie de Williams est due a` leur
comportement en rn/2 (pour le champ de de´placement). Le choix de la dimension du
patch doit donc eˆtre e´tudie´. En deux dimensions, pour une fissure droite, Passieux et
al. [PAS 11] ont montre´ qu’un rayon rW du patch supe´rieur a` deux e´le´ments permet-
tait une bonne e´valuation des facteurs d’intensite´ des contraintes. Sur la Figure 3.8,
les e´valuations de KI et du T -stress sont repre´sente´es pour diffe´rents rayons du patch
pour un maillage fin. On constate, en 3D comme en 2D, que lorsque le rayon du
patch est trop faible, les coefficients e´value´s sont errone´s. Une nouvelle tendance ap-
paraˆıt ne´anmoins : un patch trop grand de´grade a` nouveau l’e´valuation du FIC, par
rapport a` son optimum obtenu pour cette discre´tisation. Lorsque le patch est trop
grand (i.e., rW
a
> 0, 5), les hypothe`ses des se´ries de Williams, a` savoir le milieu infini
et la fissure plane a` front droit, sont malmene´es. Pour assurer la meilleure identifi-
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Figure 3.8 – E´tude de l’influence de la taille du patch analytique rW sur l’e´valuation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en tension.
cation possible des coefficients asymptotiques, la taille du patch rW ≈ 2 e´le´ments
est choisie comme la minimum ne´cessaire pour permettre la bonne transmission des
informations structurelles entre le domaine X-FEM et la zone analytique.
La me´thode donne des re´sultats inte´ressants pour des coefficients uniformes le
long de front courbes. Des situations pour lesquelles ces coefficients e´voluent sont
conside´re´s par la suite.
3.2.2 Fissure penny-shaped en cisaillement
Le second cas test conside´re´ pre´sente la meˆme ge´ome´trie que le pre´ce´dent, une
fissure penny-shaped dans un milieu infini. Cette fois le chargement n’est plus de
la tension mais du cisaillement. Pour cette configuration, les modes II et III sont
active´s et e´voluent le long du front. Les positions le long du front circulaire sont
indexe´es par un angle α. En effet, selon la position le long du front, le cisaillement
est soit tangent au front (mode III) soit perpendiculaire au front (mode II). Cette
e´volution est connue analytiquement (elle est par exemple rappele´e dans [LI 98])
KrefII = τ0
4(1− ν)√pia
pi(2− ν) cosα et K
ref
III = τ0
4
√
pia
pi(2− ν) sinα. (3.3)
Le chargement de cisaillement peut eˆtre impose´ par un de´placement tangentiel
oppose´ ud sur chacune des faces paralle`les au plan de la fissure. Le cisaillement
correspondant est alors
τ0 =
E
2 + (1 + ν)
arctan
2ud
l
, (3.4)
ou` l est ici aussi la hauteur de l’e´prouvette (dans la direction normale au plan de la
fissure).
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Figure 3.9 – Repre´sentation de la ge´ome´trie et du chargement, la fissure penny-
shaped sous un chargement de cisaillement.
Les conditions aux limites e´tant des de´placements impose´s, l’approximation du
milieu infini par un milieu fini est valide pour un milieu fini de dimension comparable
a` la taille de la fissure. En effet, il n’est pas ne´cessaire d’avoir une dimension impor-
tante pour que les conditions aux limites ge´ne`rent une sollicitation de cisaillement
pur. Un milieu de section carre´e d’areˆte 2l, avec l = 2a et d’e´paisseur 2e, avec e = a
est conside´re´. Ce domaine et les conditions aux limites applique´es sont repre´sente´es
sur la Figure 3.9. Ce domaine re´duit permet de recourir a` un maillage structure´
homoge`ne et plus fin que le pre´ce´dent par rapport a` la fissure, dix e´le´ments sont
contenus dans la fissure h = a
10
. Le maillage est donc de 40× 40× 20 e´le´ments3. On
conside`re 24 e´le´ments le long du front, on a donc ds = 2pia
24h
' 2, 6 e´le´ments X-FEM.
Comme repre´sente´ sur la Figure 3.10b, pour une discre´tisation d’ordre un le long
du front, l’identification des facteurs d’intensite´ des contraintes est tre`s satisfaisante
(erreur < 2%). Les e´volutions et les amplitudes sont correctement identifie´es. Les
coefficients du mode I sont bien ne´gligeables par rapport au chargement∣∣∣∣ KIτ0√a
∣∣∣∣ < 0.3% and ∣∣∣∣Tτ0
∣∣∣∣ < 1.3%. (3.5)
Dans les diffe´rentes illustrations, les coefficients asymptotiques sont normalise´s par
les termes utilise´s dans l’expression ci-dessus. De plus, puisque les coefficients asymp-
totiques e´voluent le long du front, le choix de la discre´tisation e´le´ments finis 1D le
long du front est e´tudie´. Pour une discre´tisation d’ordre ze´ro (comme repre´sente´e sur
la Figure 3.2), les e´volutions des FIC sont repre´sente´es sur la Figure 3.10a. L’iden-
tification des FIC est alors moins pre´cise (erreur > 5%) que pour l’ordre un. Pour
cette configuration ou` les coefficients asymptotiques pre´sentent une forte e´volution,
une description continue des de´placements du patch est be´ne´fique sur la qualite´ de
l’identification des FIC.
Puisque le mode III est active´, l’influence de l’ajout de la troisie`me rota-
tion dans le patch analytique sur l’identification des coefficients asymptotiques est
e´tudie´e. Pour la base sans la troisie`me rotation (c’est-a`-dire la troncature des trois
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Figure 3.10 – E´tude de l’influence de l’ordre de la discre´tisation le long du front sur
l’e´valuation des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement.
modes des se´ries de Williams uniquement, voir e´quation (2.4)), leurs e´volutions sont
repre´sente´es sur la Figure 3.11. On constate que pour une identification pre´cise
de KIII la troisie`me rotation est ne´cessaire. En effet, lorsque la troisie`me rotation
du patch n’est pas introduite dans la discre´tisation, une erreur supe´rieure a` 5% est
commise. Cette erreur est re´duite a` moins de 2% par l’ajout de cette rotation.
L’influence de la taille des e´le´ments du patch le long de l’abscisse curviligne est
e´galement e´tudie´e sur ce cas test. Des tailles d’e´le´ments du patch ds allant de un
demi e´le´ment X-FEM a` quatre e´le´ments X-FEM sont conside´re´es. Les FICs e´value´s
pour ces diffe´rents ds sont repre´sente´s sur la Figure 3.12. On constate que lorsque
la taille des e´le´ments finis 1D le long du front est supe´rieure a` un e´le´ment X-FEM
du domaine ΩX , l’e´valuation des coefficients est satisfaisante. En revanche, si les
e´le´ments du patch sont trop petits, chacun d’entre eux rec¸oit trop peu d’information
du raccord avec le domaine X-FEM et des perturbations apparaissent dans le patch.
On retiendra qu’il faut choisir une discre´tisation du front telle que ds > 1 e´le´ment
X-FEM.
Enfin, la discre´tisation des multiplicateurs de Lagrange pour le raccord entre
la patch et le domaine X-FEM est e´tudie´e. Les trois possibilite´s introduites a` la
Section 2.2.5.1 sont conside´re´es. Les facteurs d’intensite´ des contraintes identifie´s
pour ces trois discre´tisations sont repre´sente´s sur la Figure 3.13. Les trois choix
donnent des re´sultats proches, mais les discre´tisations base´e sur les se´ries asympto-
tiques donnent des re´sultats le´ge`rement meilleurs. En particulier, l’utilisation directe
de la se´rie de Williams en de´placements donne de bons re´sultats. De plus elle est
simple a` calculer et permet de simplifier l’introduction du patch analytique dans
l’algorithme multigrilles X-FEM localise´es. Ce choix de multiplicateur de Lagrange
est donc retenu.
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Figure 3.11 – E´tude de l’influence de l’ajout de la troisie`me rotation sur l’e´valuation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement. La 3e`me
rotation n’est pas ajoute´e.
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Figure 3.12 – E´tude de l’influence de la taille des e´le´ments du patch (ds) sur
l’e´valuation des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement.
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Figure 3.13 – E´tude de l’influence de l’espace de discre´tisation du patch sur
l’e´valuation des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement.
ΛFE se rapporte a` la discre´tisation e´le´ments finis de la surface (e´quation (2.35)),
ΛWd a` la discre´tisation du patch en de´placements (e´quation (2.36)) et ΛWs a` la
discre´tisation du patch en contraintes (e´quation (2.37)).
3.2.3 Fissure penny-shaped incline´e en tension
Un proble`me en mode mixte complet est ensuite conside´re´. La fissure pre´sente
la meˆme ge´ome´trie, dans un domaine soumis a` une traction σ0. Cette fois, la fissure
penny-shaped est dans un plan incline´ d’un angle γ = 45◦ par rapport a` l’axe de
chargement. Cette configuration fait intervenir les trois modes, les modes II et III
e´voluent le long du front. Ce proble`me est aussi tre`s e´tudie´ puisqu’il pre´sente une
solution analytique dans le cas ge´ne´ral d’une fissure elliptique (d’axe principal a
et secondaire b, donc d’une excentricite´ k =
√
1− ( b
a
)2
. Cette solution de´taille´e
dans [KAS 66] est par exemple rappele´e par Mi [MI 96]
KI =
σ0 sin
2 γ
√
pi b
E(k)
[
sin2 θ +
(
b
a
)2
cos2 θ
]
,
KII = −σ0 sin γ cos γ
√
pi b cos θ[
sin2 θ +
(
b
a
)2
cos2 θ
] 1
4
a
b
k2
(k2 − ν)E(k) + ν (a
b
)2
K(k)
,
KIII =
σ0 sin γ cos γ(1− ν)
√
pi b sin θ[
sin2 θ +
(
b
a
)2
cos2 θ
] 1
4
k2
(k2 − ν)E(k) + ν (a
b
)2
K(k)
.
(3.6)
ou` K(k) et E(k) sont les inte´grales elliptiques de´finies telles que
K(k) =
∫ pi
2
0
dx√
1− k2 sin2 x
et E(k) =
∫ pi
2
0
√
1− k2 sin2 xdx. (3.7)
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3. Application a` des proble`mes e´lastiques
Figure 3.14 – Repre´sentation de la ge´ome´trie et du chargement, pour la fissure
penny-shaped incline´e d’un angle γ sous un chargement de tension.
Une fissure penny-shaped est un cas particulier de cette expression. Les facteurs
d’intensite´ des contraintes sont alors simplement exprime´s par
KrefI = 2σ0 sin
2 γ
√
a
pi
,
KrefII = −2σ0 sin γ cos γ
√
a
pi
cosα,
KrefIII = 2σ0 sin γ cos γ(1− ν)
√
a
pi
sinα.
(3.8)
Seuls trois parame`tres ge´ome´triques interviennent ici, a le rayon de la fissure, γ
l’angle d’inclinaison de celle-ci par rapport a` l’axe du chargement et α ∈ [0, 2pi] la
position le long du front.
Cette expression est e´galement valable pour un chargement de tension ide´al,
comme pour la Section 3.2.1. C’est par exemple le cas pour un milieu infini. La
meˆme approximation est reprise. On conside`re ici aussi un grand domaine cubique
d’areˆte l = 10a soumis a` des tractions surfaciques. Le domaine, la fissure et les
conditions aux limites sont repre´sente´s sur la Figure 3.14. On utilise e´galement
les meˆmes maillages raffine´s localement autour de la fissure qu’a` la Section 3.2.1
(dont la proce´dure d’obtention est donne´e a` l’Annexe 2). La taille caracte´ristique
des e´le´ments dans la zone autour du front est aussi h ' 7a pour le maillage fin
et H ' 3, 5a pour le maillage grossier. Cette taille est assez grossie`re. A` titre de
comparaison, pour une me´thode X-FEM avec l’inte´grale d’interaction, Moe¨s et al.
[MOE¨ 02a] utilisaient une dizaine d’e´le´ments dans le rayon de la fissure (h′ ' a
10
).
Les coefficients asymptotiques e´voluant le long du front, une discre´tisation rela-
tivement fine est choisie pour le patch : 16 e´le´ments finis 1D d’ordre un le long du
front. La taille de ces e´le´ments est donc de ds = 2pia
16H
' 1, 4 e´le´ments X-FEM pour
le maillage X-FEM grossier, et de ds = 2pia
16h
' 2, 7 e´le´ments pour le fin. Les facteurs
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Figure 3.15 – E´tude de l’influence de la taille du maillage X-FEM h sur l’e´valuation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped incline´e en tension pour une
discre´tisation d’ordre un des trois modes le long du front.
d’intensite´ des contraintes sont normalise´s par la contrainte de tension et la longueur
caracte´ristique de la fissure : σ0
√
a
pi
. Ils sont repre´sente´s sur la Figure 3.15 pour les
deux maillages. Leurs valeurs analytiques y sont e´galement repre´sente´es pour e´valuer
la qualite´ de l’identification. A` titre indicatif, le T -stress apparaˆıt e´galement, il est
aussi normalise´ par la contrainte de tension σ0.
Les facteurs d’intensite´ des contraintes e´value´s ne sont pas satisfaisants (' 20%
d’erreur pour le maillage fin). Les tendances pe´riodiques sont assez bien capte´es.
Les FIC calcule´s sont continus mais les amplitudes e´value´es pre´sentent une erreur
importante, en particulier pour le mode II. Une oscillation pi-pe´riodique apparaˆıt sur
KI . Ce re´sultat est d’autant plus proble´matique pour la me´thode que le raffinement
de la discre´tisation n’ame´liore que tre`s faiblement l’identification.
L’oscillation pi-pe´riodique du facteur d’intensite´ des contraintes en mode I (qui
devrait eˆtre uniforme) laisse penser a` un couplage entre les modes. Une e´tude des
vecteurs propres d’un e´le´ment du patch e´taye cette hypothe`se. Les vecteurs propres
pour lesquels la contribution des facteurs d’intensite´ des contraintes est importante
correspondent notamment a` un couplage entre le mode I et le mode III. Une e´tude
des champs associe´s a` ces modes permettant de mieux comprendre l’origine de ce
couplage est propose´e ci-dessous. Les modes de Williams (e´quations (1.17) et (1.26))
Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014) 125
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
3. Application a` des proble`mes e´lastiques
pour un front droit sont tels que
Modes plan uink =
ut(r, θ)un(r, θ)
0
→  =
tt tn 0tn nn 0
0 0 0
→ σ =
σtt σtn 0σtn σnn 0
0 0 σss
 ,
Mode III uink =
 00
us(r, θ)
→  =
 0 0 ts0 0 ns
ts ns 0
→ σ =
 0 0 σts0 0 σns
σts σns 0
 .
Dans ces expressions, on constate que les modes sont bien orthogonaux. La de´finition
de l’e´volution continue le long du front (ϕk(s)) que nous proposons modifie ces modes
comme suit (les modification apparaissent en ¯vert)
Modes plan uink =
ut(r, θ,¯ s)un(r, θ,¯ s)
0
→  =
tt tn ¯tstn nn ¯ns
¯ts ¯ns 0
→ σ =
σtt σtn σ¯tsσtn σnn σ¯ns
σ¯ts σ¯ns σss
 ,
Mode III uink =
 00
us(r, θ,¯ s)
→  =
 0 0 ts0 0 ns
ts ns ¯ss
→ σ =
σ¯tt 0 σts0 ¯σnn σns
σts σns σ¯ss
 .
Dans ce cas, les deux de´veloppements (plan et anti-plan) ont des composantes si-
milaires. Si maintenant, une fissure circulaire est conside´re´e, des termes de de´rive´es
issus du caracte`re local de la base de de´finition des champs (et, en, es) apparaissent.
Ils sont ajoute´s dans les expressions ci-dessous en rouge
Modes plan uink =
ut(r, θ,¯ s)un(r, θ,¯ s)
0
→  =
tt tn ¯tstn nn ¯ns
¯ts ¯ns ss
→ σ =
σtt σtn σ¯tsσtn σnn σ¯ns
σ¯ts σ¯ns σss
 ,
Mode III uink =
 00
us(r, θ,¯ s)
→  =
 0 0 ts0 0 ns
ts ns ¯ss
→ σ =
σ¯tt 0 σts0 ¯σnn σns
σts σns σ¯ss
 .
En plus d’avoir des composantes similaires, les champs asymptotiques des se´ries de
Williams sont multiplie´es par les fonctions de forme ou leurs de´rive´es. Le de´couplage
entre modes plans et mode anti-plan est donc perdu.
Pour de´coupler les modes sans modifier les proprie´te´s asymptotiques, le plus
simple est d’exploiter la discre´tisation e´le´ments finis le long du front. En effet,
pour de´coupler les modes plans du mode anti-plan il est possible d’utiliser des
discre´tisations diffe´rentes de l’abscisse curviligne. Conservons la notation ϕk(s) pour
les fonctions de forme de la discre´tisation des modes plans et notons les fonctions de
forme du mode anti-plan ϕ′s(s). L’approximation du champ de de´placements devient
donc
uhW (r, θ, s) =
∑
k∈Ns
[
nDEK∑
n=0
∑
i=I,II
bink g
n
i (θ) r
n
2
]
ϕk(s) +
∑
k∈Ns
nDEK∑
n=0
bIIInk g
n
III(θ) r
n
2ϕ′k(s).
(3.9)
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(a) Maillage grossier
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Figure 3.16 – E´tude de l’influence de la taille h du maillage X-FEM sur l’e´valuation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped incline´e en tension pour
une discre´tisation d’ordre un des modes I et II et une discre´tisation d’ordre ze´ro
du mode III le long du front.
La troisie`me rotation est ajoute´e a` cette expression comme a` l’expression (2.4). Pour
ve´rifier cette ide´e avec une modification le´ge`re du code, nous utilisons des fonctions
de forme d’ordre un pour les modes plans et d’ordre ze´ro pour le mode anti-plan.
Ces fonctions de forme sont de´finies aux meˆmes nœuds.
Comme pre´ce´demment pour l’approche a` discre´tisation le long du front unique,
les facteurs d’intensite´ des contraintes obtenus avec cette approche sont repre´sente´s
sur la Figure 3.16. Pour la discre´tisation grossie`re, les oscillations de KI persistent,
bien que d’une amplitude moindre. De plus, les fonctions de forme du mode III
n’e´tant plus continues, on constate des fluctuations dans l’e´valuation de KIII . Par
contre, lorsque le maillage est plus fin on obtient bien les e´volutions, en particulier
pour KI qui ne pre´sente plus d’oscillations parasites. Malgre´ cette discre´tisation
encore grossie`re, les fluctuations du mode III issues de la discontinuite´ des fonc-
tions de forme utilise´es sont ne´gligeables. De plus la pre´cision de l’identification est
nettement meilleur.
La pre´cision de l’identification des FIC reste a` ame´liorer mais la discre´tisation
est encore relativement grossie`re. Cette strate´gie a` donc permis de de´coupler les
modes pour une identification efficace des facteurs d’intensite´ des contraintes. Elle
fonctionne e´galement pour traiter les cas tests pre´ce´dents. Ces calculs ont e´te´ ef-
fectivement mene´s et re´sultent en des e´valuation des FIC comparables a` celles des
Figures 3.7 et 3.10b. La de´termination d’une base efficace est donc cruciale pour
identifier directement les facteurs d’intensite´ des contraintes. La base propose´e fonc-
tionne mais semble ne´cessiter un certain raffinement du maillage autour du front
pour eˆtre pre´cise.
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3. Application a` des proble`mes e´lastiques
Figure 3.17 – Repre´sentation de la ge´ome´trie et du chargement, la fissure de coin
plane a` front circulaire sous un chargement de tension.
3.2.4 Fissure plane circulaire de coin en tension
Le dernier cas test pre´sente´ est une fissure de´bouchante a` front semi-circulaire.
Elle permet de ve´rifier le bon fonctionnement de la me´thode pour une fissure plane
a` front courbe dont le front s’arreˆte sur une surface libre. La situation conside´re´e
est un barreau a` section carre´e soumis a` une traction d’intensite´ σ0. La section est
d’areˆte l et le barreau est de hauteur 2l. Ce barreau est fissure´ par une fissure a`
front semi-circulaire, centre´e sur une areˆte, dont le rayon vaut a = l
10
. La fissure est
plane, elle est situe´e dans le plan de syme´trie du barreau, normale a` la direction de
tension. Cette configuration est repre´sente´e sur la Figure 3.14.
Les fissures elliptiques de surface ont e´te´ tre`s e´tudie´es. Newman et Raju ont pro-
pose´ de nombreuses expressions des facteurs d’intensite´ des contraintes, notamment
pour des plaques avec ou sans trou [NEW 84]. En effet, la rupture de structures
me´cano-soude´es passe souvent par la propagation d’une fissure qui atteint la sur-
face et s’e´tablit en mode I avec une forme elliptique. Ces expressions des facteurs
d’intensite´ des contraintes peuvent alors eˆtre directement utilise´es une fois que le
chargement est connu. Ce type de conside´rations a permis de fournir une expression
de KI pour la ge´ome´trie conside´re´e avec une pre´cision e´value´e a` 3% a` cœur. Elle est
notamment rappele´e par Mi [MI 96]
KrefI = 2σ0
√
a
pi
(
1.211− 0.186
√
sinα
)(
1.211− 0.186
√
cosα
)
. (3.10)
Par la suite Qu et Wang [QU 06] se sont inte´resse´s a` l’e´valuation du T -stress pour
une ge´ome´trie proche. A` partir de simulations e´le´ments finis raffine´es localement en
pointe de fissure et d’un post-traitement par une me´thode inte´grale[KFO 86] comme
introduit a` la section 1.2.4.1, les auteurs proposent des valeurs le long du front pour
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Figure 3.18 – E´valuation des coefficients asymptotiques de la fissure de coin plane
a` front circulaire en tension.
le T -stress. La ge´ome´trie la plus proche conside´re´e par ces auteurs est une fissure
circulaire dans une plaque d’e´paisseur e = 5a. Cette re´fe´rence approche´e est utilise´e
pour donner une estimation de la valeur et de la tendance de l’e´volution le long du
front.
Comme pre´ce´demment, la fissure est petite par rapport au domaine conside´re´. Un
maillage raffine´ localement comme ceux pre´sente´s a` l’Annexe 2 est a` nouveau utilise´.
Autour de la fissure, le maillage est plus fin que dans les exemples pre´ce´dents : h = a
10
.
De son cote´, le patch analytique est discre´tise´ avec des e´le´ments finis 1D d’ordre un
pour les modes plans et d’ordre ze´ro pour le mode anti-plan. Douze e´le´ments finis
sont conside´re´s le long du front, ds = pia
2×12h = 1, 3 e´le´ments du maillage X-FEM.
Les e´volutions du facteur d’intensite´ des contraintes en mode I (normalise´ par
σ0
√
pia) et du T -stress (normalise´ par σ0) identifie´es pour cette simulation sont
repre´sente´s sur la Figure 3.18. A` cœur, l’e´valuation de KI est satisfaisante (< 5%
d’erreur par rapport a` l’expression (3.10)). On retrouve bien la tendance, meˆme si
un le´ger de´calage subsiste e´galement pour ce cas test. Le T -stress quant a` lui est
d’une intensite´ comparable a` celle identifie´e par [QU 06], a` cœur, la tendance est
e´galement semblable.
On constate aussi une diminution de T a` l’approche des surfaces libres, mais
elle est plus marque´e que dans [QU 06]. On notera e´galement que les valeurs de
KI identifie´es e´voluent rapidement au niveau du bord. On pourrait s’inte´resser plus
en de´tail au traitement des vertex en modifiant les champs asymptotiques a` cet
endroit [BAZˇ 79].
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3. Application a` des proble`mes e´lastiques
3.2.5 Bilan de l’e´tude des fissures a` front courbe
L’e´tude de ces fissures a` front circulaire a` permis d’analyser la pre´cision de
l’e´valuation des facteurs d’intensite´ des contraintes et du T -stress par rapport a`
des solutions analytiques. Cette e´tude nous a permis de montrer que l’approche
et la discre´tisation du patch analytique propose´es permettaient l’identification des
e´volutions des facteurs d’intensite´ des contraintes et du T -stress. Les tendances
de ces e´volutions sont obtenues pre´cise´ment, cependant les amplitudes ne sont pas
toujours satisfaisantes. Ne´anmoins, la pre´cision augmente avec le raffinement du
maillage et donc la diminution de la taille du patch. Les maillages utilise´s sont en-
core relativement grossiers, le rayon de courbure est plus petit ou e´gal a` dix e´le´ments
(a ∈ [3.5, 10] e´le´ments), ils permettent ne´anmoins une e´valuation satisfaisante. Af-
finer la discre´tisation est une premie`re piste pour ame´liorer la pre´cision. En outre,
la DEK-FEM permet d’obtenir naturellement des e´volutions peu bruite´es par la
discre´tisation et les termes d’ordre supe´rieur comme le T -stress.
Pour e´valuer les facteurs d’intensite´ des contraintes, la me´thode la plus classique
consiste a` calculer la solution avec la X-FEM puis a` projeter les champs obtenus sur
une solution asymptotique avec l’inte´grale d’interaction. L’espace d’approximation
de la me´thode X-FEM est un espace ge´ne´rique (FEM) enrichi par des fonctions assez
ge´ne´rales introduisant la singularite´ et la discontinuite´. Ces enrichissements sont
locaux et dans toutes les directions. Les champs me´caniques obtenus sont ensuite
post-traite´s par l’inte´grale d’interaction (une ope´ration de projection qui ne´cessite
une expression des champs asymptotiques).
De sont cote´, la me´thode DEK-FEM utilise directement les champs asympto-
tiques pour la re´solution du proble`me d’e´lasticite´ (qui fait intervenir la divergence
du gradient du champ de de´placement). Cette ope´ration est plus sensible aux ap-
proximations des champs asymptotiques qui sont faites pour son extension aux trois
dimensions. Le choix des champs est donc particulie`rement important. Par exemple,
nous avons montre´ que l’ajout de la troisie`me rotation d’une section droite du patch
permettait une identification plus pre´cise. De meˆme, le choix de la discre´tisation
e´le´ments finis 1D le long du front influe sur la qualite´ de la solution. Et donc que les
modes plans et anti-plan seuls ne suffisaient pas. Un autre point clef est l’extension
de ces modes aux e´volutions le long du front. L’approche propose´e introduit un cou-
plage entre les modes. Une me´thode pour les de´coupler est propose´e, elle consiste
a` utiliser deux discre´tisations FEM 1D diffe´rentes le long du front. Poursuivre le
travail sur le choix de cette base est une seconde piste pour rendre la DEK-FEM
plus efficace.
L’extension a` des fronts plus complexes ne pose pas de proble`mes conceptuels
dans la mise au point de la discre´tisation. Elle augmente ne´anmoins la complexite´
nume´rique. Il faut alors calculer la courbure locale (la matrice Jacobienne le long du
front si la fissure n’est plus plane). De plus, lorsque la courbure n’est plus uniforme,
la finesse du maillage X-FEM doit e´voluer le long du front. Il faudra alors travailler
sur la ge´ne´rations de maillages efficaces.
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Fissures dans un contexte multigrilles
3.3 Fissures dans un contexte multigrilles
Les cas test pre´ce´dents (qui pre´sentent une petite fissure dans un domaine de
grande dimension) sont une illustration de l’aspect multi-e´chelles des proble`mes de
fissuration. Il a e´galement e´te´ montre´ qu’un raffinement localise´ e´tait ne´cessaire pour
obtenir une bonne pre´cision. Comme pre´sente´ a` la Section 2.3.4, la DEK-FEM a donc
e´te´ couple´e a` une me´thode multigrilles localise´es pour permettre le raffinement local
du maillage par sous-division des e´le´ments et pour re´soudre efficacement le proble`me.
Dans un premier temps, la me´thode est illustre´e par une simulation avec une
fissure plane a` front droit.
3.3.1 Fissure syme´trique en tension multigrilles
Le cas test e´tudie´ Section 3.1.1 est repris pour l’application dela DEK-
FEM dans un contexte multigrilles. La ge´ome´trie et les conditions aux limites
sont celles repre´sente´es sur la Figure 3.1. La fissure est plane et le front droit.
L’inte´reˆt de cette simulation est qu’elle a e´te´ traite´e de nombreuses fois dans la
litte´rature [LI 98, SUK 00, LAC 14b], des re´fe´rences nume´riques sont donc dispo-
nibles pour comparaison. De plus, une simulation avec un maillage mono-grille aussi
fin que possible nume´riquement est e´galement re´alise´e.
Cette simulation de re´fe´rence est base´e sur un maillage re´gulier structure´ compose´
de 24 × 36 × 42 e´le´ments (W × t × l). Les e´le´ments sont donc cubiques et ont une
areˆte de hmono =
a
12
, il y a 36 e´le´ments le long du front. Le rayon du patch analytique
est de´fini par rW = 2, 1 e´le´ments. Le long du front, une discre´tisation d’ordre un est
utilise´e pour les trois modes. Le patch est discre´tise´ le long du front par 30 e´le´ments,
la taille de maille est donc de ds = 1, 2 e´le´ments.
Puisque le proble`me est syme´trique, seule la moitie´ de l’abscisse curviligne est
repre´sente´e. s/t = 0 est au milieu du front et s/t = 0.5 sur la surface libre. Le
re´sultat de cette simulation est proche de ceux obtenus dans la Section 3.1.1 pour
une discre´tisation d’ordre un le long du front (confe`re Figure 3.3b).
Deux maillages multigrilles localise´es sont conside´re´s. La grille grossie`re (1)
conside´re´e a une taille caracte´ristique deux fois supe´rieure au maillage de la so-
lution monogrille de re´fe´rence (12 × 18 × 21 e´le´ments, hcoarse = a6). Le premier est
simplement compose´ de cette grille grossie`re et d’une grille fine. La grille fine (2) est
localise´e autour du front, elle est obtenue par subdivision de tous les e´le´ments gros-
siers dans un rayon de rMGL = rW +1.5 e´le´ments grossiers. Cette longueur est choisie
pour que la plus fine puisse inclure le patch et une bande raisonnable d’e´le´ments fins
autour. Les e´le´ments fins de cette discre´tisation ont la meˆme taille caracte´ristique
que le maillage monogrille de re´fe´rence, minhMGL2 = hmono. On notera toutefois que
le maillage e´quivalent est plus grossier lorsqu’on s’e´loigne de la fissure.
Le second maillage multigrilles localise´es conside´re´ est le premier maillage (grilles
(1) et (2)), auquel une grille fine supple´mentaire (3) a e´te´ ajoute´e autour du front de
la fissure. Il est donc compose´ de trois grilles, le maillage e´quivalent est repre´sente´ sur
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rw
Figure 3.19 – Maillage multigrilles localise´es a` trois grilles.
la Figure 3.19. Cette troisie`me grille est a` nouveau obtenue par subdivision de tous
les e´le´ments de la grille (2) dans un rayon de rMGL = rW + 1.5 e´le´ments. Elle a donc
une taille de discre´tisation minimale autour de la fissure de la moitie´ minhMGL3 =
minhMGL2
2
= hmono
2
Comme pour la simulation de re´fe´rence, le patch analytique est discre´tise´ par
30 e´le´ments finis d’ordre un le long du front. Pour la simulation multigrilles a` deux
grilles, ds = 1, 2 e´le´ments (fins) comme pour la re´fe´rence. Pour celle a` trois grilles,
la discre´tisation le long du front est plus grossie`re par rapport a` la taille de la grille
fine : ds = 2, 4 e´le´ments fins. Un rayon rW ≈ 2, 1 e´le´ments fins est e´galement utilise´
pour de´finir le patch analytique. Sa taille diminue donc avec l’ajout de la troisie`me
grille.
Les facteurs d’intensite´ des contraintes identifie´s pour les deux simulations multi-
grilles pre´sente´es sont repre´sente´s sur la Figure 3.20. Les deux simulations convergent
et permettent une bonne identification de l’e´volution de KI . La valeur a` cœur est
proche des valeurs de re´fe´rence, et une diminution est constate´e a` l’approche du
bord libre. La simulation multigrilles la plus fine permet d’obtenir une solution tre`s
proche de la solution monogrille de re´fe´rence. Le couplage de la DEK-FEM avec l’al-
gorithme multigrilles localise´es fonctionne donc dans ce cas. L’ajout de la troisie`me
grille et donc le raffinement de la discre´tisation permet bien d’ame´liorer la pre´cision
du calcul, en particulier a` l’approche de la surface libre.
3.3.2 Bilan DEK-FEM multigrilles
Ces simulations multigrilles sont encourageantes pour la poursuite des
de´veloppements. Pour des fronts courbes, l’algorithme de re´solution multigrilles est
en cours de validation. La courbure du front modifie les discre´tisations X-FEM et
du patch au voisinage du front. Le compatibilite´ au sein d’une me´thode multigrilles
(avec recouvrement) est a` l’e´tude. Une premie`re piste est la modification de la base
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Fissures dans un contexte multigrilles
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Figure 3.20 – KI identifie´s pour la comparaison entre les maillages multigrilles.
Deux re´fe´rences apparaissent : le calcul monogrille fin de re´fe´rence et le calcul BEM
de Li et al. [LI 98].
utilise´e dans le patch analytique. En effet, l’ame´lioration de cette base permettrait
de re´duire les erreurs d’approximation qui en re´sultent et qui peuvent de´grader la
convergence de l’algorithme. L’inte´gration du patch dans l’algorithme de re´solution
multigrilles est e´galement a` l’e´tude. Notamment a` travers son lien avec la grille la
plus fine.
Une utilisation de cette me´thode de simulation pour l’identification et la simula-
tion de lois de propagation de fatigue est pre´sente´e a` la Section suivante. Les outils
de post-traitement compatibles avec la discre´tisation du front base´e sur les se´ries de
Williams sont pre´sente´s. La strate´gie d’identification est pre´sente´e et applique´e a` un
essais 2D. Son extension a` des essais 3D est enfin introduite.
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Chapitre 4
Vers l’identification de lois de
propagation de fissures 2D/3D par
couplage simulation/mesure de
champs
La me´thode de simulation DEK-FEM a e´te´ de´veloppe´e en paralle`le d’outils de
mesure de champs dans le cadre du projet ANR RUPXCUBE [LAC 14b]. L’ob-
jectif du projet e´tait de de´velopper des me´thodes nume´riques compatibles avec
la mesure de champs pour identifier et valider des lois de propagation de fis-
sure tridimensionnelles. A` la Section 4.1, les me´thodes de post-traitement des
essais sont introduites ainsi que la strate´gie d’identification en deux dimensions.
Elle s’appuie sur la synergie entre le post-traitement d’essais et la simulation
DEK-FEM, tous les deux base´s sur les se´ries de Williams dans un environne-
ment e´le´ments finis. La me´thode de simulation DEK-FEM en trois dimensions
a e´te´ de´veloppe´e et pre´sente´e dans les chapitres pre´ce´dents. La strate´gie globale
d’identification a e´te´ applique´e sur un essai plan [MAT 12], voir Section 4.2,
c’est un exemple d’utilisation de la me´thode DEK-FEM. Nous montrons com-
ment le couplage des me´thodes permet de rendre l’identification plus pre´cise.
Enfin la Section 4.3 pre´sente la me´thode en trois dimensions, et introduit les
diffe´rents outils.
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Dans les chapitres pre´ce´dents, la me´thode de simulation avec extraction directe
des facteurs d’intensite´ des contraintes a e´te´ pre´sente´e dans le cas line´aire afin de
disposer des de´veloppements asymptotiques. Pour traiter des non-line´arite´s plus
e´tendues, on pourrait modifier les champs asymptotiques, en utilisant par exemple
les champs HRR [RIC 68b, HUT 68, ELG 06b]. Une autre possibilite´ serait de
concentrer les variables plastiques en pointe de fissure [POM 07, POM 09b] comme
introduit dans l’e´quation (1.85).
Cependant, une simulation e´lastique permet fre´quemment de mode´liser correcte-
ment de grandes classes de mate´riaux en situations re´elles. En effet les hypothe`ses de
la me´canique line´aire e´lastique sont acceptables pour simuler l’e´volution de fissures
dans des mate´riaux fragiles. Elles sont e´galement acceptables pour simuler la fatigue
a` grand nombre de cycles, lorsque la plasticite´ cyclique reste confine´e. Cette situa-
tion se retrouve dans de nombreux syste`mes me´caniques. Dans ces deux situations,
la rupture est pilote´e par les coefficients asymptotiques. Des simulations DEK-FEM
pourraient alors eˆtre utilise´es pour pre´dire la tenue d’une structure, e´valuer sa dure´e
de vie et planifier les ope´rations de maintenance.
Nous nous inte´ressons en particulier a` la fatigue en plasticite´ confine´e. Les pa-
rame`tres pilotant la propagation, et des extensions a` des non-line´arite´s de compor-
tements plus e´tendues on e´te´ pre´sente´s a` la Section 1.2.3.3. Rappelons simplement
que sous une sollicitation cyclique, une fissure peut propager pour des niveaux de
charges tre`s infe´rieurs a` la charge statique critique. Pour des mate´riaux pour les-
quels la plasticite´ reste confine´e, les parame`tres pilotant la propagation sont les
facteurs d’intensite´ des contraintes. Dans ce cas, une loi de Paris [PAR 61] ou ses
de´rive´es peuvent eˆtre utilise´es. Pour que cette loi soit valable sous diffe´rents niveaux
de triaxialite´ des contraintes, il faut prendre en compte le T -stress dans la loi de
propagation [BRO 85, LAR 73, HUT 06]. Par exemple, Hutarˇ et al. [HUT 06] on
propose´ une loi adapte´e a` ce contexte, pre´sente´e e´quation (1.83). Ainsi, la me´thode
DEK-FEM permet d’utiliser directement cette loi puisque les coefficients asympto-
tiques sont e´value´s au cours de la simulation.
Dans un premier temps, Section 4.1, les me´thodes de mesures 2D de´die´s aux
structures avec fissures sont pre´sente´es. Le champ de de´placements est mesure´
dans la zone de propagation avec une me´thode de corre´lation d’images [SUT 83,
SUT 09, RE´T 08]. A` partir de ce champ mesure´, la position de la fissure et
les coefficients asymptotiques correspondants sont identifie´s par projection sur
les se´ries de Williams. En paralle`le, une simulation DEK-FEM avec les condi-
tions aux limites mesure´es localement est mene´e. Les me´thodes de post-traitement
des champs de de´placement expe´rimentaux et de simulation partagent les meˆmes
mode`les et discre´tisations. Leur e´tude en paralle`le permet de valider les mode`les et
discre´tisations. A` la Section 4.2, ces me´thodes sont utilise´es sur un essai 2D pour
identifier une loi de propagation en fatigue. Enfin, la Section 4.3 est consacre´e a`
l’extension de la me´thode en 3D.
Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014) 137
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs
essai
de fa-
tigue
appareil photo
synchronise´
−−−−−−−−−−→
Tous les ∆N
cycles :
– σmax → Imax(N)
– σmin → Imin(N)
Paires
d’images
DIC
Imax/Imin
−−−−−−→
Q4-DIC
16x16 pixels2
∆uDIC(N)
se´rie de
Williams
tronque´e
−−−−−−−→
base
[−3, 7]
rint, rext
position du
front aw
coefficients
asymptotiques
KI(,II,III), T
−−−−→
loi de
propa-
gation
(Paris)
Simulation :
conditions
aux limites
∆uDIC
DEK-FEM
−−−−−−−→
rw = 2 e´l.
base [0, 7]
∆uDEK(N)
coefficients
asymptotiques
KI(,II,III), T
loi de
propa-
gation
−−−−→
Paris
aDEK
Figure 4.1 – Les diffe´rentes e´tapes de la strate´gie d’identification de la loi de
propagation de fatigue propose´e en 2D.
4.1 Me´thode d’identification de lois de propaga-
tion en fatigue 2D
Pour identifier une loi de propagation de fissure de fatigue, il est ne´cessaire :
— d’identifier la position du front au cours de la propagation et donc la vitesse
de propagation.
— d’identifier les variables de cette loi au cours de la propagation. Nous nous
inte´resserons en particulier a` des lois base´es sur les coefficients asymptotiques
comme les FIC et le T -stress.
— de ve´rifier que les hypothe`ses de validite´ de la loi choisie sont ve´rifie´es.
La de´marche propose´e va plus loin, elle est sche´matise´e sur la Figure 4.1. Elle inte`gre
un couplage entre l’identification expe´rimentale et la simulation. Ce couplage permet
de ve´rifier que le mode`le de la simulation permet de repre´senter les phe´nome`nes mis
en jeu. Il permet e´galement une premie`re validation de la loi de propagation.
La premie`re difficulte´ est d’estimer la longueur de la fissure ou la position
du front. Il existe de nombreuses me´thodes de´die´es a` cette mesure. Il est par
exemple possible de soumettre l’e´prouvette a` un potentiel e´lectrique et a` partir
de sa re´sistivite´ de de´terminer la fraction de l’e´prouvette qui est rompue [RIT 71].
Si la forme ge´ne´rale de la fissure est connue (fissure plane, circulaire ou a` front
droit, ge´ne´ralement en mode I), il est possible de remonter jusqu’a` la taille de la
fissure. De meˆme, une mesure de la souplesse peut permettre de connaˆıtre la pro-
portion de l’e´prouvette qui est rompue [SAX 78]. D’une manie`re plus directe, il
existe des jauges de fissuration a` coller sur le flanc de l’e´prouvette, sur la trajet
de fissure pre´sume´. Ces jauges sont compose´es de fils perpendiculaires a` la fissure
qui au passage de celle-ci se rompent, augmentant donc la re´sistivite´ de la jauge et
permettant de connaˆıtre la position du front. Enfin, les me´thodes post-mortem, en
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Me´thode d’identification de lois de propagation en fatigue 2D
particulier en fatigue, consistent a` marquer le front (surcharge, corrosion, encre,...)
lors de la propagation. L’e´prouvette est ensuite rompue pour observer le facie`s du
front et retrouver la position lors du marquage. Cependant, la plupart des me´thodes
de marquage impactent la vitesse de propagation. Une fois la ge´ome´trie de la fis-
sure connue, les parame`tres de propagations sont calcule´s. Une premie`re approche
consiste a` utiliser une mesure globale des conditions aux limites (ge´ne´ralement un
capteur d’effort et de de´placement) pour utiliser un expression connue [BRO 89] ou
une simulation (comme pre´sente´ a` la Section 1.2.4). Une seconde approche pour cal-
culer les parame`tres est d’utiliser directement les champs mesure´s localement autour
de la pointe de fissure.
La proce´dure d’identification de la position du front et des parame`tres de pro-
pagation utilise´e est base´e sur la mesure du champ de de´placements expe´rimental
(de´taille´e a` la Section 4.1.1). La mesure de champs permet d’obtenir le champ de
de´placements surfacique a` partir d’image ou volumique a` partir de radiographies.
Elle est non destructive, ne repose sur aucune hypothe`se de forme de la fissure et per-
met d’identifier un champ de donne´es bruite´es. Comme pre´sente´ a` la Section 4.1.2,
il faut ne´anmoins traiter ce champ de de´placements spe´cifiquement pour obtenir la
position du front et les facteurs d’intensite´ des contraintes avec pre´cision. La me-
sure de champs permet e´galement de ve´rifier que les parame`tres de cette loi sont
bien dominants dans le comportement au voisinage de la fissure. Cette proce´dure ne
repose sur aucune hypothe`se globale sur les conditions aux limites.
Une simulation est conduite en paralle`le de l’identification. Elle est soumise a`
des conditions aux limites en de´placements mesure´es localement par la mesure de
champs. Ce paralle`le permet de s’assurer que la simulation fournit des parame`tres de
la loi de propagation en ade´quation avec l’identification expe´rimentale. La comparai-
son entre le champ de de´placements simule´ et le champ de de´placements expe´rimental
permet de valider le mode`le de simulation nume´rique. Enfin, la simulation de la pro-
pagation permet de ve´rifier que la vitesse de propagation simule´e correspond a` la
vitesse mesure´e.
4.1.1 Mesure de champs par corre´lation d’image
La me´thode expe´rimentale la plus classique pour connaˆıtre les champs
me´caniques au cours d’une expe´rience est l’utilisation de jauges de de´formation.
Cette me´thode fonctionne principalement pour des petites de´formations et peut
eˆtre utilise´e dans la plupart des environnements me´caniques. Cependant, elle ne
permet de connaˆıtre la de´formation qu’en un point et dans une direction (mais
en temps re´el). Des me´thodes plus e´labore´es, ne´cessitant un traitement nume´rique
permettent d’obtenir des champs me´caniques, on parle alors de mesure de champs.
L’interfe´rome´trie surfacique [JAC 08] donne des re´sultats inte´ressants et pre´cis pour
des surfaces rugueuses. Elle ne´cessite ne´anmoins des e´quipements spe´cifiques.
Une me´thode concurrente est la corre´lation d’images, de´veloppe´e pour la
me´canique des solides notamment par Sutton et al. [SUT 83, SUT 09]. La
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simulation/mesure de champs
me´thode consiste a` comparer deux images sous des e´tats me´caniques diffe´rents
pour de´terminer le champ de de´placements entre les deux. En 2D, le dispositif
expe´rimental est relativement simple, il suffit d’un appareil photo (synchronise´ en
dynamique ou sous chargement cyclique). Pour que la me´thode fonctionne, il faut
que les images pre´sentent un motif nuance´. Si le motif n’est pas inhe´rent au mate´riau,
en 2D il peut ge´ne´ralement eˆtre facilement ajoute´ (mouchetis peint sur la surface).
La me´thode s’applique e´galement au 3D, les images peuvent eˆtre obtenues en micro-
tomographie a` rayons X. L’obtention d’un champ de de´placements 3D expe´rimental
est tre`s prometteuse pour l’identification d’une loi de propagation 3D. Cependant,
cette fois il est difficile d’ajouter un motif a` l’inte´rieur du mate´riau, la me´thode est
donc limite´e a` certains mate´riaux.
Diffe´rentes approches existent pour obtenir le champ de de´placement [LAC 14b].
Une premie`re me´thode consiste a` suivre des motifs et leur de´placement. Il existe
aussi des me´thodes consistant a` de´couper l’image en zones de re´fe´rence, et a` repe´rer
leur de´placement. Enfin la me´thode que nous utilisons est dite globale, l’image de
re´fe´rence est de´compose´e en e´le´ments finis, le de´placements est donc cherche´ aux
nœuds [SUN 05, BES 06].
4.1.1.1 Principe de la me´thode
A` partir de deux images, on cherche les de´placements permettant de les corre´ler.
Une premie`re image f(x) est dite image de re´fe´rence, on cherche le champ de
de´placement uex permettant de superposer la seconde image g(x) a` la premie`re
tel que
f(x) = g(x+ uex(x)) + b(x). (4.1)
En pratique, les images e´tant obtenues expe´rimentalement, ils existe un bruit de
mesure b(x) entre les deux. Ce bruit est par exemple ge´ne´re´ par des reflets, des
de´collements du mouchetis, des projections,...
Les images sont nume´riques, en niveau de gris, ce sont donc des matrices de
scalaires, organise´es ge´ome´triquement en pixels (ou voxel en 3D). Le proble`me
nume´rique est donc discret. Le capteur photographique re´alise une approximation
qui s’ajoute au bruit. En plus de reposer sur des images bruite´s, la re´solution de
cette e´quation locale est mal pose´e. On met donc en place une un proble`me in-
verse par l’interme´diaire des moindres carre´s pour surcontraindre l’identification du
de´placement. Le proble`me revient alors a` minimiser la fonctionnelle Φ2c(u) sur le
domaine Ω
Φ2c(u) =
1
2
∫
Ω
[f(x)− g(x+ u(x))]2 dΩ (4.2)
dans laquelle l’e´quation discre`te est approche´e en ne´gligeant le bruit. Ce proble`me
de minimisation, non-line´aire en u, est e´galement mal pose´. Pour pouvoir re´soudre,
on s’inte´resse donc aux de´placements d’une zone de pixels. Pour la me´thode de
re´solution globale, cette zone se traduit par des e´le´ments qui englobent plusieurs
pixels.
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La fonctionnelle (4.2) e´tant non line´aire par rapport au de´placement, une
me´thode de re´solution incre´mentale (d’incre´ment δu) est retenue. Un de´veloppement
de Taylor a` l’ordre un de g(x + u + δu) permet d’approcher la fonctionnelle (4.2)
autour d’une valeur de u par
Φ2c(u+ δu) ≈
1
2
∫
Ω
[f(x)− g(x+ u)− δu∇g(x+ u)]2 dΩ. (4.3)
La me´thode choisie, dite globale, repose sur une discre´tisation e´le´ments finis. Le
champ de de´placements est donc cherche´ sous la forme uh(x) =
∑N
k=1 uk ϕk(x)
comme introduit a` la Section 1.2.1.3. De meˆme pour l’incre´ment δu(x) =∑N
k=1 duk ϕk(x). La fonctionnelle s’e´crit alors sous forme matricielle
Φhc
2
(u+ δu) ≈ C + 1
2
∑
j,k
dujMjkduk −
∑
k
dukDi, (4.4)
avec : C =
1
2
∫
Ω
[f(x)− g(x+ u)]2 dΩ, (4.5)
Dk =
∫
Ω
(f(x)− g(x+ u)) (ϕk∇g(x+ u)) dΩ, (4.6)
Mjk =
∫
Ω
(ϕj∇g(x+ u)) (ϕk∇g(x+ u)) dΩ. (4.7)
A` partir d’un champ de de´placements initial uini, la recherche d’un minimum ap-
proche´ de la fonctionnelle Φhc
2
(uini + δu) peut eˆtre faite par l’annulation de sa
de´rive´e
min Φhc
2
(u) =⇒ ∂Φ
h
c
2
(u)
∂u
= 0⇐⇒MdU = D. (4.8)
La re´solution incre´mentale revient donc a` re´soudre un syste`me line´aire.
L’ite´ration suivante de la re´solution est faite a` partir du champ de de´placements
ainsi calcule´ : uini = u+ δu. L’ope´ration est renouvele´e jusqu’a` convergence, c’est-
a`-dire jusqu’a` ce que l’incre´ment δu ait atteint la pre´cision requise. Il est possible
de calculer pre´alablement le mouvement de corps rigide en calculant le produit de
corre´lation des images dans le domaine de Fourrier. Ce calcul fournit une bonne
initialisation au calcul ite´ratif.
A` convergence, le gradient de l’image de´forme´e tend vers le gradient de l’image
de re´fe´rence. L’approximation ∇g(x + u) ≈ ∇f(u) est souvent faite, elle per-
met de calculer la matrice M une seule fois, seule la matrice D est a` recalculer a`
chaque ite´ration. Il existe des me´thodes pour calculer de manie`re simplifie´e un second
membre approche´ [LAC 14b]. Enfin, une re´solution multi-e´chelle [RE´T 07] est pos-
sible pour acce´le´rer la re´solution en calculant rapidement un champ de de´placements
initial approche´, d’une manie`re assez similaire avec la me´thode multigrilles.
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4.1.1.2 Re´sidu et erreur
Une fois le champ de de´placement u entre les deux images calcule´, il est possible
de quantifier la qualite´ de la superposition. Le re´sidu de la corre´lation donne une
information surfacique sur la diffe´rence entre les deux images |f(x)− g(x+ u)|. Il
regroupe les contributions d’un grand nombre de phe´nome`nes
— les e´carts optiques entres les images : luminosite´, contraste, reflet,...
— bruit de mesure : nume´risation en niveau de gris,
— les interfe´rences physiques : vibrations, de´bris, de´collement du mouchetis,...
— les erreurs d’approximation du champ de de´placements re´el par le champ
e´le´ment fini.
L’information surfacique que constitue le re´sidu de corre´lation peut alors four-
nir des informations physiques sur la mesure. Il est possible d’identifier des zones
ou` le mouchetis est de´faillant. Dans le cadre de la fissuration, la discontinuite´ des
de´placements n’est pas dans le champ d’approximation, la fissure apparaˆıt donc
dans le re´sidu de corre´lation. Il est aise´ (par seuillage), de retrouver la ge´ome´trie
expe´rimentale de la fissure lorsque le saut de de´placements est suffisamment impor-
tant. Il est alors possible d’enrichir le champ d’approximation de la corre´lation avec
la discontinuite´ [RE´T 08]. Cet enrichissement de´die´ permet d’ame´liorer la pre´cision
de la me´thode.
Pour e´valuer la pre´cision de l’algorithme, il est possible de s’inte´resser a` un couple
d’image par un “de´placement” nume´rique connu d’une image de re´fe´rence (un mou-
chetis typiquement). En ajoutant un bruit connu a` ces images, il est inte´ressant de
quantifier la sensibilite´ de l’algorithme. Pour un bruit blanc Gaussien de variance σ2,
Leclerc et al. [LEC 12] ont montre´ que l’incertitude augmente lorsque la taille des
e´le´ments diminue (en h−3/2). En effet, l’identification de chaque degre´ de liberte´
repose alors sur moins de pixels et donc moins d’informations.
Enfin, l’incertitude permet de quantifier globalement les erreurs introduite a` la
fois par le dispositif d’acquisition et l’algorithme. L’incertitude est de´finie comme
l’e´cart type de l’erreur pour un champ connu uex (un de´placement de corps rigide
par exemple)
incu =
√√√√ 1
N
N∑
k=1
(uk − uex(xk)), (4.9)
ou` N est le nombre de degre´s de liberte´, uex(xk) le champs connu dans la direction
correspondante au degre´ de liberte´ k et xk la position du nœud associe´ au degre´
de liberte´ k. Elle est ge´ne´ralement infe´rieure a` un pixel, et peut descendre jusqu’a`
moins d’un centie`me de pixel.
4.1.1.3 Re´gularisation me´canique
Une possibilite´ inte´ressante pour ame´liorer la pre´cision est de re´gulariser le champ
de de´placement. En effet, si l’on apporte des informations supple´mentaires sur le
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champ de de´placement, l’identification en sera d’autant plus pre´cise. Dans le cadre
de la me´canique, le champ me´canique doit eˆtre e´quilibre´, on peut pour cela utiliser
l’e´cart a` l’e´quilibre [CLA 04, RE´T 09].
En utilisant une me´thode de corre´lation d’images globale base´e sur les e´le´ments
finis, ces meˆmes e´le´ments peuvent eˆtre utilise´s pour le proble`me d’e´quilibre. En
pratique, on e´crit la matrice de rigidite´ K¯ du proble`me restreint aux nœuds ou` les
efforts exte´rieurs sont nuls. L’e´quilibre se traduit donc par K¯U = 0 (ou` U est le
vecteur des de´placements ge´ne´ralise´s). On doit donc minimiser l’e´cart a` l’e´quilibre
Φhm
2
(u) =
1
2
(
K¯U
)2
. (4.10)
Cette fonctionnelle a` minimiser est jointe a` la fonctionnelle de corre´lation. Le
proble`me re´gularise´ revient alors a` minimiser
Φhm
2
(u) = Φkc
2
(u) + ωmΦ
h
m
2
(u), (4.11)
ou` ωm est un coefficient permettant de ponde´rer la re´gularisation me´canique. Ce
coefficient peut eˆtre optimise´ [LEC 12, LAC 14b] par rapport a` la taille des e´le´ments
conside´re´ et a` la longueur d’onde de coupure du filtrage me´canique introduit par la
re´gularisation.
4.1.2 Identification des coefficients asymptotiques de la fis-
sure
La mesure du champ de de´placements fournit un grand nombre d’informations
qui permettent une observation pre´cise des phe´nome`nes et des parame`tres de rup-
ture. Nous nous inte´ressons en particulier a` la fatigue en plasticite´ confine´e. Il est par
exemple possible de s’inte´resser au phe´nome`ne de refermeture a` partir d’une se´rie
d’images lors de la de´charge de l’e´prouvette [SUT 99, SUT 00, LIM 10, CAR 09]
(refermeture dont l’impact sur la vitesse de propagation en fatigue a e´te´ pre´sente´
a` la Section 1.2.3.3). La me´thode de simulation et de de´pouillement expe´rimental
propose´ fournit la position du front, les FIC et les autres coefficients asymptotiques.
Nous nous inte´ressons donc en particulier a` des situations ou` ces parame`tres pilotent
la fatigue et aux me´thodes d’identification de ces coefficients.
4.1.2.1 Pre´sentation de la me´thode
Puisque le champ de de´placements expe´rimental peut eˆtre approche´, Re´thore´ et
al. [RE´T 05a] ont e´tendu les me´thodes inte´grales pre´sente´es a` la Section 1.2.4.1 a`
une inte´grale de domaine base´e uniquement sur le de´placement. Une autre approche
possible est de projeter, au sens des moindres carre´s, le champ de de´placements sur
les champs singuliers de l’e´quation (1.27) pour obtenir une estimation des FIC. Cette
de´marche propose´e par McNeill et al. [MCN 87], donne de re´sultats inte´ressants
mais ne´cessite une mesure de champs localise´e autour du front. En effet, la projection
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doit avoir lieu dans une zone parfois restreinte (selon la ge´ome´trie conside´re´e) autour
du front, ou` les FIC sont dominants comme repre´sente´ sur la Figure 1.12.
Comme pour la simulation, Section 1.2.5.2, l’introduction d’autres ordres de la
se´rie permet une identification plus pre´cise des FIC. Les termes d’ordres supe´rieurs
accommodent les effets lointains. Ils permettent d’utiliser une zone de projection
plus grande en ame´liorant l’identification des FIC. Roux et al. [ROU 06, ROU 09]
ont propose´ de projeter le champ de de´placements sur une troncature de la se´rie de
Williams
up(r, θ) =
∑
i=I,II
[ −1∑
nmin
bni g
n
i (θ) r
n/2
︸ ︷︷ ︸
termes “super−singuliers”
+ b0ig
0
i︸︷︷︸
translations
+ b1ig
1
i (θ)
√
r︸ ︷︷ ︸
terme singulier
+
nmax∑
n=2
bni g
n
i (θ) r
n/2
︸ ︷︷ ︸
termes “sub−singuliers”
]
.
(4.12)
La projection au sens des moindres carre´s sur cette se´rie tronque´e permet une iden-
tification d’un petit nombre de degre´s de liberte´ (les coefficients asymptotiques bni )
avec une incertitude faible. Les termes non-singuliers permettent de prendre en
compte un certain nombre de phe´nome`nes non-line´aires localise´s en pointe de fis-
sure. Ainsi ces phe´nome`nes n’affectent pas l’e´valuation des FIC. Les ordres n > 2
ne sont pas singuliers, ils sont dit “sub-singuliers”. Ils permettent de prendre en
compte des phe´nome`nes plus lointains, comme les conditions aux limites. A` l’in-
verse, les ordres n < 0 sont dits “super-singuliers”, leur singularite´ est plus forte que
celle permise sous l’hypothe`se d’e´lasticite´ line´aire. Ils sont tre`s localise´s en pointe de
fissure, et sont difficiles a` identifier. Ils permettent ne´anmoins d’identifier la position
du front [HAM 07, ROU 09], de quantifier les non-line´arite´s [HUI 95, ROU 09] en
pointe. Ainsi, la taille de la process zone (ou` des non-line´arite´s importante existent)
est quantifie´e par
rPZ = −8
√
b−3I
b1I
. (4.13)
Ils permettent e´galement de limiter l’impact de ces non-line´arite´s sur l’identification
des FIC.
La pratique a montre´ [HEN 10, MAT 12] que nmin = −3 et nmax = 7 permettent
une bonne identification des coefficients asymptotiques dominants (i.e., les facteurs
d’intensite´ des contraintes, le T -stress et les termes super-singuliers).
Cette me´thode de projection a fait ses preuves pour l’identification des facteurs
d’intensite´ des contraintes [ROU 06, HAM 07, ROU 09, HEN 10, MAT 12] et l’iden-
tification du front. Comme la me´thode DEK-FEM, elle est base´e sur une troncature
de la se´rie de Williams. La combinaison de ces deux me´thodes permet donc na-
turellement de disposer des meˆmes coefficients asymptotiques. Il est donc possible
d’identifier une loi base´e sur ces coefficients et de l’utiliser dans la simulation. Une
loi de Paris peut eˆtre utilise´e mais des lois utilisant des termes de plus haut ordre
sont e´galement envisageables. De plus, lorsque la cine´matique des se´ries de Williams
permet une projection avec un re´sidu faible, la me´thode DEK-FEM permet une
144 Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Me´thode d’identification de lois de propagation en fatigue 2D
approximation pertinente.
Il est e´galement possible de re´aliser la corre´lation d’images directement sur cette
base tronque´e des se´ries de Williams [ROU 06, RE´T 11, MAT 12]. L’ope´ration de
corre´lation est donc simplifie´e, puisque le nombre d’inconnues est plus petit que pour
une discre´tisation FEM. D’autre part, cette base ve´rifiant l’e´quilibre, la corre´lation
est donc naturellement “re´gularise´e”. Cette approche ame´liore le´ge`rement l’identifi-
cation des coefficients asymptotiques.
4.1.2.2 La projection en pratique
La projection du champ de de´placements mesure´ uDIC(x) sur la troncature des
se´ries de Williams en de´placement up(r, θ) (e´quation (4.12)) est re´alise´e au sens des
moindres carre´s [HAM 07] sur une ensemble de points Np uniforme´ment re´partis
dans une zone autour du front. Elle revient a` identifier les coefficients bni qui mini-
misent le re´sidu
Φ2p(up) =
Np∑
k=1
(uDIC(xk)− up(xk))2 . (4.14)
Ou` xk est la position du nœud k. La projection e´tant discre`te, il est possible d’e´crire
cette e´quation sous la forme matricielle
Φ2p(up) = ||U −GB||2 = UTU −UTGB −BTGTU +BTGTGB. (4.15)
Avec : Uj = uDIC(xk) · em, j ∈ J1; 2NpK { si j paire : m = 2 et k = j2sinon : m = 1 et k = j−1
2
Bl = b
n
i , l ∈ J1; 2 (nmax−nmin+1)K { si j paire : i = II et n = j2sinon : i = I et n = j−1
2
Glj = r
n/2
k g
n
i (θk) · em ou` (rk, θk) correspondent a` xk.
Cette fois le proble`me est line´aire, la recherche du minimum de la fonction-
nelle Φ2p(up) peut eˆtre faite directement en trouvant la valeur qui annule sa de´rive´e
min Φ2m(up) =⇒
∂Φ2m(up)
∂up
= 0⇐⇒ GTGB = GTU . (4.16)
La projection sur les se´ries de Williams pour identifier les coefficients asymp-
totiques consiste donc simplement a` re´soudre un proble`me line´aire. Suite a` la
corre´lation d’images, le champ de de´placement uDIC est connu pour tout point
de la zone de corre´lation. Pour obtenir la matrice de projection GTG, il faut e´valuer
les expressions analytiques des se´ries de Williams aux points de projection choisis.
Pour de´terminer rk et θk, il faut connaˆıtre la ge´ome´trie de la fissure, la me´thode
utilise´e est de´taille´e a` la Section 4.1.3.
La projection est re´alise´e dans une zone autour du front ou` la troncature de la
se´rie de Williams de´crit bien les de´placements. Pour que la projection reste identique
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rext
Fissure rint Basis :
[nmin;nmax]
dhDIC
Figure 4.2 – Parame`tres de´finissant la ge´ome´trie de la zone de projection autour
du front. rext est le rayon exte´rieur autour du front, rint est le rayon inte´rieur autour
du front, dhDIC la taille des e´le´ments de corre´lation Q4-DIC, nmin et nmax les bornes
de la troncature de la se´rie de Williams.
avec la propagation du front, la zone de projection reste de forme constante et suit le
front. Le choix de cette zone est un compromis entre une zone suffisamment e´tendue
pour que la projection soit pre´cise malgre´ un champ de de´placements bruite´ issu de
la corre´lation uDIC , et restreinte autour du front pour que les hypothe`ses des se´ries
de Williams soient ve´rifie´es.
Autour du front, des non-line´arite´s existent (notamment dues au comportement
du mate´riau). Une zone autour du front, de rayon rint est exclue [RE´T 11], il est donc
possible d’utiliser les termes super-singulier. La dimension exte´rieure de la zone de
projection est de´termine´e par un rayon rext afin de limiter l’effet des conditions aux
limites. Une zone autour de la fissure ou` la corre´lation est perturbe´e par la discon-
tinuite´ est e´galement exclue. Pour limiter le nombre de parame`tres qui de´finissent
cette zone de projection, la largeur de cette dernie`re zone est la meˆme que le rayon
inte´rieur rint. La zone de projection et son parame´trage sont repre´sente´s sur la Fi-
gure 4.2.
Une fois la projection re´alise´e, le champ de de´placements projete´ up est connu a`
partir des coefficients asymptotiques e´value´s. Il est alors inte´ressant de quantifier la
capacite´ de ce champ a` approcher le champ de de´placements expe´rimental obtenu
par corre´lation uDIC . Le champ de de´placements projete´ up e´tant connu en tout
point, il est possible d’avoir une carte d’erreur en conside´rant par exemple |uDIC−uW |
max |uDIC | .
Cette carte permet de savoir si l’erreur est re´partie uniforme´ment ou localise´e et de
calculer l’ordre de l’incertitude de corre´lation. On peut alors s’interroger sur son
origine, en lien avec la carte de re´sidu de corre´lation pour la relier a` des difficulte´s
expe´rimentales ou si elle refle`te l’incapacite´ de la base a` repre´senter les de´placements
expe´rimentaux (non-line´arite´ trop importante, effets de bord,...).
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Il est e´galement inte´ressant de se doter d’un indicateur global pour jauger la
projection au cours des cycles ou du temps par exemple. Nous utilisons un crite`re
au sens des moindres carre´s sur N points du domaine
ui−uj =
√
N∑
k=1
(ui(xk)− uj(xk))2
N maxk(uj(xk))
. (4.17)
Ou` N peut par exemple eˆtre identique a` Np. Si ce domaine est la zone de projection,
on souhaite que cette erreur soit de l’ordre de grandeur de l’incertitude de corre´lation
(lie´e au bruit de la mesure), pour s’assurer que la projection est bonne.
4.1.3 Identification de la ge´ome´trie de la fissure
Un e´tape pre´alable a` la projection sur la se´rie de Williams est de connaˆıtre la
ge´ome´trie de la fissure. En effet, pour de´terminer r et θ en fonction de la position x,
il faut connaˆıtre la forme et la position des le`vres de la fissure ainsi que la position
de la pointe de la fissure. L’identification de la position des le`vres de la fissure a un
impact plus faible que celle de la position du front sur la projection et l’identification
des facteurs d’intensite´ des contraintes.
Pour connaˆıtre la ge´ome´trie des le`vres de la fissure, une premie`re me´thode
consiste a` charger la structure concerne´e et a` partir d’une image observer ou` l’ou-
verture est visible. La difficulte´ est alors d’automatiser le processus et de lier les ob-
servations a` la ge´ome´trie de l’e´prouvette. Une e´tude post-mortem est e´galement pos-
sible. La corre´lation d’images permet d’automatiser cette de´marche en conside´rant
le re´sidu de corre´lation. Celui-ci sera e´leve´ autour de la discontinuite´ qui est mal
repre´sente´e par les e´le´ments finis (ou des fonctions continues en ge´ne´ral). Un seuillage
de ce re´sidu permet une bonne identification des le`vres de la fissures aussi bien en
2D qu’en 3D [RE´T 08, ROU 09, FER 06, LAC 14b].
En pratique, la position des le`vres de la fissure (dans la direction en, voir Fi-
gure 1.2) a peu d’influence sur la qualite´ de l’identification des facteurs d’intensite´
des contraintes. Pour une fissure plane charge´e en mode I qui propage, la projection
a e´te´ re´alise´e pour diffe´rentes positions de la fissure. Dans un premier temps, un
champ de de´placements issu d’une simulation e´lasto-plastique est conside´re´ (il s’agit
de la simulation e´tudie´e dans la Section 4.2.2). La fissure fait 3 mm et propage par
pas de 40 µm, rint ' 0.8 mm et rint ' 2.4 mm. Un pixel correspond a` un pixel des
images de l’essai Section 4.2 : 1 pixel' 6 µm. Le champ est continu et il n’est pas
bruite´. Un KrefI de re´fe´rence est identifie´ avec l’inte´grale d’interaction. L’erreur sur
l’identification du KI par projection au cours de la propagation est repre´sente´e sur
la Figure 4.3a. L’erreur introduite est syme´trique par rapport au de´placement de
la position de la fissure. On constate e´galement que pour un de´calage de la fissure
de 45 pixel' 0.28 mm, qui correspond a` une mesure grossie`re, l’erreur commise sur
l’identification de KI reste faible : < 0.15%. Comme repre´sente´ sur la Figure 4.3b, ce
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re´sultat est vrai malgre´ une erreur moyenne de projection
mean|uref−up|
max |up| | importante,
de l’ordre de 2.5%, dix fois supe´rieure a` celle commise pour le bonne position.
La faible influence de la position du front sur l’identification des FIC est
e´galement ve´rifie´e sur des champs de de´placements issus de la corre´lation. La
ge´ome´trie de l’essai de fatigue conside´re´e est la meˆme que celle de la simulation
pre´ce´dente. Le champ de de´placements projete´ est issu de la corre´lation d’images
(entre le chargement minimum et maximum, tout les 1 000 cycles comme de´taille´
Section 4.2.1). C’est un champ de de´placements expe´rimental bruite´. La position de
la fissure est identifie´e avec les re´sidus de corre´lation. L’e´valuation de KI avec cette
position est conside´re´e comme re´fe´rence. Sur la Figure 4.3c, des identifications de
KI par projection pour diffe´rentes positions de la fissures sont repre´sente´es. Pour ce
champ de de´placement, le facteur d’intensite´ des contraintes en mode I de re´fe´rence
est moins pre´cis. On constate ne´anmoins que la modification de la position de la fis-
sure a` un impact modeste : < 4% sur l’e´valuation de KI pour ±45 pixel' 0.28 mm.
L’impact est re´duit a` moins de < 2% pour un de´calage ±15 pixel' 92 µm. L’in-
fluence de la position de la fissure sur la qualite´ de l’identification est donc faible.
De son cote´, la position du front de la fissure a une influence plus forte sur l’identi-
fication de KI [ROU 09]. Elle est malheureusement difficile a` identifier pre´cise´ment
expe´rimentalement avec des me´thodes optiques. Meˆme avec des images de bonne
re´solution autour de la pointe de fissure, on ne peut voir la fissure que lorsque son ou-
verture est de l’ordre du pixel. La projection sur les se´ries de Williams en conside´rant
les termes super-singuliers permet une proce´dure d’identification automatique de la
position du front. La me´thode utilise´e consiste a` trouver la position du front qui
annule b−1I , le premier coefficient super-singulier en mode I [HAM 07, ROU 09].
La me´canique line´aire e´lastique de la rupture suppose que les termes super-
singuliers ne sont pas active´s. Cependant, sous ces hypothe`ses et lorsque le voisi-
nage du front est exclu, un de´calage de la position du front d’une distance d dans
la direction et active ces termes. Pour introduire ce de´calage facilement, les fonc-
tions φW
n
i (r, θ) = r
n/2 gni (θ) de la se´rie de Williams (rappele´es e´quation (4.12))
sont exprime´es dans les coordonne´es carte´siennes locales (xt = r cos θ, xn = r sin θ)
introduites a` la Figure 1.2. Dans ce syste`me de coordonne´es, les termes de la se´rie
de Williams en de´placements s’e´crivent ϕW
n
i (xt, xn) = φW
n
i (r, θ). Le champ de
de´placements pour le de´calage d est alors approche´ par les amplitudes de´cale´es b˜ni
u(xt, xn) =
∑
i,n
b˜ni ϕW
n
i (xt + d, xn). (4.18)
Lorsque la position du front est approche´e, le de´calage d est petit. Un de´veloppement
de Taylor des fonctions ϕni par rapport a` la premie`re variable est conside´re´
ϕW
n
i (xt + d, xn) = ϕW
n
i (xt, xn) +
∂ϕW
n
i (xt, xn)
∂xt
d+ o(d). (4.19)
La de´rive´e des fonctions de la se´rie de Williams par rapport a` la premie`re variable
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Figure 4.3 – Influence de la position de la fissure sur la projection. Projection de
la variation de de´placements : (a) et (b) obtenue par simulation e´lasto-plastique, et
(c) et (d) par corre´lation d’images ∆uDIC pour l’essai pre´sente´ a` la Section 4.2. Il
s’agit d’un essai syme´trique, on s’inte´resse donc a` KI .
Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014) 149
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs
est e´gale aux fonctions de deux ordres infe´rieurs
∂ϕW
n
i (xt, xn)/∂xt = −
n
2
ϕW
n−2
i (xt, xn).
Cette proprie´te´ permet d’exprimer le champ de de´placements en fonction des coef-
ficients de´cale´s et des fonctions a` la bonne position
u(xt, xn) =
∑
i,n
b˜ni
[
ϕW
n
i (xt, xn)−
n
2
ϕW
n−2
i (xt, xn)d
]
=
∑
i,n
[
b˜ni −
(
n+ 2
2
)
b˜n+2i d
]
ϕW
n
i (xt, xn) =
∑
i,n
bni ϕW
n
i (xt, xn).
(4.20)
Pour la position exacte, les coefficients super-singuliers sont nuls (bni = 0, ∀n < 0).
La position qui annule le premier coefficient super-singulier est obtenue comme suit
(les fonctions ϕW
n
i sont line´airement inde´pendantes)
b−1I = 0 ⇐⇒ b˜−1I −
1
2
b˜1Id = 0 ⇐⇒ d =
2 b˜−1I
b˜1I
. (4.21)
Une autre interpre´tation de ce re´sultat est que pour un champ e´lastique line´aire, le
coefficient super-singulier de´cale´ b˜−1I re´sulte d’un mauvais positionnement du front
de la fissure.
Ce premier re´sultat, e´quation (4.20), permet d’e´valuer le de´calage de la position
du front suppose´e avec la position re´elle. En effet, a` partir d’une position suppose´e
du front, il est possible d’e´crire les se´ries de Williams et d’obtenir les coefficients b˜ni .
Ces coefficients permettent alors d’approcher d. Cette valeur de d n’est qu’une ap-
proximation puisque le de´veloppement a` l’e´quation (4.19) est au premier ordre. La
proce´dure pour identifier la position du front est donc ite´rative. A` partir d’une
premie`re approximation, elle consiste a` projeter le champ de de´placements sur les
se´ries de Williams en cette position et modifier la position du front avec l’approxi-
mation d. La proce´dure est re´pe´te´e jusqu’a` convergence. En ge´ne´ral, on conside`re
que la convergence est atteinte lorsque la correction sur la position d est plus petite
qu’un pixel (quelques ite´rations < 10 suffisent ge´ne´ralement).
Cette me´thode permet de retrouver exactement la position du front lorsque le
champ de de´placements conside´re´ respecte les hypothe`ses de la me´canique e´lastique
line´aire de la rupture. Cependant, la pre´sence de non-line´arite´s en pointe de fissure
active les termes super-singuliers [HUI 95, ROU 09]. Le choix que nous faisons est
d’utiliser la position du front qui annule le premier coefficients super-singulier b−1I .
Cette position est une position e´lastique e´quivalente qui sera e´galement utilise´e pour
les simulations e´lastiques line´aires. Bien que c¸a ne soit pas le front mate´riel de
la fissure, cette position permet une bonne projection du champ de de´placements
sur les se´ries de Williams. L’efficacite´ de cette position pour comparer des valeurs
de KI obtenues par projection et par simulation sera valide´e sur l’exemple traite´
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Essai CCT sur Ti35
Section 4.2. Elle permet de combiner efficacement la me´thode de post-traitement
expe´rimentale et les simulations DEK-FEM de propagation de fatigue.
Comme de´veloppe´ a` la Section 4.3, il est possible d’e´tendre cette proce´dure en
trois dimensions [LAC 14b]. La projection est alors re´alise´e dans des plans orthogo-
naux au front. Des difficulte´s supple´mentaires existent : il faut de´finir la forme du
front et re´partir les plans le long de celui-ci. La principale proble´matique est la faible
re´solution de la images 3D reconstruites a` partir des radiographies et le traitement
des zones ou` le front approche les surfaces libres.
4.2 Essai CCT sur Ti35
La proce´dure d’identification de lois de propagation de fissure de fatigue, intro-
duite a` la Section 4.1 (et synthe´tise´e sur la Figure 4.1), est mene´e sur un essai.
L’essai CCT (Center Crack Tension) conside´re´ est celui re´alise´ par Mathieu et al. ,
traite´ dans les articles [MAT 12, MAT 13]. Il s’agit d’une fissure centre´e en tension
en mode I sur une plaque fine de titane Ti35 sous un chargement de fatigue. Cet es-
sai est pre´sente´ a` la Section 4.2.1. Une simulation nume´rique e´lasto-plastique de cet
essai est pre´sente´e a` la Section 4.2.2. Elle permet d’e´tudier l’influence des diffe´rents
parame`tres de la projection sur l’identification des amplitudes de variation des co-
efficients asymptotiques.
La me´thode de de´pouillement propose´e Section 4.1.2 est applique´e pour iden-
tifier la ge´ome´trie de la fissure et les coefficients asymptotiques. Dans le cas d’un
chargement cyclique de fatigue, la vitesse de propagation est ge´ne´ralement lie´e a`
une variation de SIF ∆KI . Pour obtenir ce ∆KI et la position du front, on fait
ge´ne´ralement le choix de projeter la variation de de´placements ∆u directement. Ce
choix est discute´ aux Sections 4.2.2.3 et 4.2.2.4. Les de´placements expe´rimentaux
sont compare´s a` des de´placements issus de simulations DEK-FEM. Cette comparai-
son permet d’identifier des zones ou` la corre´lation ne fonctionne pas et de ve´rifier
que la simulation e´lastique permet d’approcher les champs me´caniques et d’identifier
des FIC en ade´quation avec la me´thode de post-traitement.
Une loi de propagation de fissure de fatigue est alors identifie´e. Dans la Sec-
tion 4.2.7, une simulation DEK-FEM de l’expe´rience avec cette loi de propaga-
tion est alors mene´e, et la vitesse de propagation est compare´e a` celle identifie´e
expe´rimentalement. Cette simulation constitue une premie`re ve´rification de la loi
identifie´e. En comparant ces re´sultats a` ceux obtenus avec une expression analy-
tique des FIC pour cette configuration, nous montrons l’importance des conditions
aux limites. En effet, la proce´dure expe´rimentale d’identification des FIC utilise
directement les de´placements mesure´s sans faire d’hypothe`se globale sur les condi-
tions aux limites. D’autre part, pour la simulation, les conditions aux limites sont les
de´placements (entre le chargement minimum et le chargement minimum) identifie´s
par corre´lation sur un contour autour de la fissure.
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Figure 4.4 – Ge´ome´trie et conditions aux limites de l’e´prouvette CCT. La zone de
corre´lation est repre´sente´e par un pointille´ fin bleu. Le domaine conside´re´ pour la
simulation et la projection est de´limite´ par un pointille´ e´pais turquoise.
4.2.1 Pre´sentation de l’essai
L’e´prouvette conside´re´e est compose´e de Titane pur de grade T35 (max 0.2
wt.% Fe, max 0.18 wt.% O, max 0.08 wt.% C, max 0.03 wt.% N, max 0.015 wt.%
H). Les proprie´te´s mate´riau identifie´es sont un module d’Young E = 100 GPa, un
coefficient de Poisson ν = 0.33 et une limite e´lastique σy = 210 MPa. La ge´ome´trie
de l’e´prouvette est repre´sente´e sur la Figure 4.4. La largeur de l’e´prouvette est de
2W = 20 mm, et son e´paisseur t = 0.3 mm. Aussi, l’hypothe`se de contraintes planes
est retenue pour la mode´lisation et la construction des se´ries de Williams. Avec
une fissure initiale centre´e de demi longueur a0 = 3 mm perpendiculaire a` l’axe de
traction, l’essai CCT est syme´trique. Aussi, seul le mode I est active´. La fissure se
propage pour atteindre une demi longueur af ≈ 6 mm.
Cette e´prouvette est soumise a` un chargement de traction cyclique de F0 = 50
a` 500 N, le rapport de charge est donc constant R = 0.1. Elle est sollicite´e jusqu’a`
rupture (≈ 120 000 cycles), a` une fre´quence de 10 Hz. De plus, l’environnement est
maintenu constant. Comme illustre´ dans [MAT 12] pour le cycle 90 000, une zone
de ∆KI dominance existe. L’hypothe`se de plasticite´ confine´e est donc ve´rifie´e se-
lon la de´finition propose´e par Suresh [SUR 98]. Le parame`tre principal pilotant la
propagation de la fissure est donc l’amplitude du FIC ∆KI au cours d’une phase
de chargement. En premie`re approximation, pour cette ge´ome´trie, une loi de pro-
pagation de Paris (rappele´e e´quation(1.81)) est pertinente [CIA 08]. Le fait que la
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plasticite´ soit confine´e au cours d’un cycle permet e´galement de valider le recours a`
une simulation e´lastique line´aire et l’utilisation d’une me´thode de post-traitement
base´e sur les se´ries de Williams.
Au cours de l’expe´rience, les deux pointes de la fissure propagent.
Expe´rimentalement cette propagation n’est pas ne´cessairement syme´trique (de´fauts
mate´riaux ou conditions aux limites imparfaites). La propagation d’une des deux
pointes est suivie en prenant des photographies autour de celle-ci. La zone qui est
utilise´e pour la corre´lation(6, 4 × 5, 1 mm2) est repre´sente´e Figure 4.2. Cette zone
e´tant limite´e, la re´solution spatiale des images est fine : 1 pixel= 6, 135 µm.
La fissure ne commence pas directement a` propager autour de l’entaille initiale.
La propagation est observe´e entre les cycles 61 000 et 120 000. Une paire d’image
est prise tout les ∆N =1 000 cycles. La premie`re au chargement minimum et la
seconde au chargement maximum. Une se´rie de soixante paires est donc conside´re´e
aux cycles Nc = N0 + c∆N avec c ∈ J1; 60K et N0 = 61 000.
4.2.2 Validation de la me´thode de de´pouillement sur une
simulation plastique
Les mode`les et les me´thodes de post-traitement et de simulation utilise´s reposent
sur un certain nombre d’hypothe`ses et de parame`tres. Cela conduit aux interroga-
tions suivantes :
— L’utilisation du champ de de´placements entre le chargement minimum et le
chargement maximum permet-il une bonne identification de la variation de
SIF ∆KI ?
— La troncature de la se´rie de Williams conside´re´e permet-elle de repre´senter
suffisamment pre´cise´ment le champ de de´placements en pointe de fissure ?
— La projection sur les se´ries de Williams permet-elle une identification pre´cise
de ∆KI malgre´ la plasticite´ en pointe de fissure et autour des le`vres ?
— Quels parame`tres de projection (rint, rext, nmin et nmax) choisir pour permettre
une bonne identification de ∆KI ?
— La position du front qui annule le premier terme super-singulier (voir Sec-
tion 4.1.3) permet-elle une bonne identification de ∆KI ?
— Comment peut-on identifier la taille de la zone plastique a` partir du champ de
de´placement, et quel est le roˆle des termes super-singuliers ?
Afin de re´pondre a` ces interrogations pour l’essai conside´re´ et de choisir les pa-
rame`tres a` utiliser, une simulation nume´rique de l’essai est re´alise´e. Pour ce mate´riau,
la principale source de non-line´arite´s en pointe de fissure est la plasticite´. La simu-
lation est donc e´lasto-plastique, comme de´taille´ a` la Section 4.2.2.1, les mode`les
utilise´s sont choisis de manie`re a` obtenir une zone non-line´aire comparable avec
celle de l’expe´rience. Cette simulation permet d’avoir un champ de de´placements
non bruite´, pour lequel les non-line´arite´s sont bien connues. De plus l’inte´grale de
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Figure 4.5 – Ge´ome´trie et conditions aux limites de l’e´prouvette CCT ide´alise´e. A
droite, le quart simule´ avec les conditions aux limites syme´triques.
Rice e´lasto-plastique fournit une valeur de ∆KI de re´fe´rence, et la position mate´rielle
du front est connue.
4.2.2.1 Choix du proble`me simule´
Pour cette simulation, une e´prouvette ide´alise´e est conside´re´e. Comme
repre´sente´e sur la Figure 4.5, seule la partie de largeur constante est conside´re´e
avec un chargement uniforme. Pour des raisons de syme´trie il est possible de ne
conside´rer qu’un quart de l’e´prouvette avec des conditions aux limites syme´triques.
Elle est soumise a` une contrainte surfacique σ0 uniforme (i.e., σ0 =
F0
2tW
) qui varie
de σmin ' 8, 3 MPa a` σmax = 83 MPa.
Le choix d’une loi plastique pour ce mate´riau est de´licate car nous de disposons
que d’essais sans de´charge. Sans courbe pour plusieurs cycles de charge/de´charge,
nous ne pouvons de´terminer la nature de l’e´crouissage. Deux possibilite´s sont
alors retenues, des lois normales avec un e´crouissage isotrope qui suit la courbe
expe´rimentale ou un e´crouissage cine´matique avec un module d’e´crouissage constant.
Des simulations e´lasto-plastiques d’un barreau soumis a` un chargement cyclique
(contrainte normale sur ses extre´mite´s) sont re´alise´es. Ces simulations permettent
de visualiser les courbes contraintes/de´formations (Figure 4.6) pour ces diffe´rentes
lois plastiques. On constate qu’un e´crouissage isotrope augmente la limite e´lastique
et re´duit la taille de la zone plastique active´e lors de la de´charge. Un e´crouissage
cine´matique est donc une situation plus de´favorable pour la strate´gie conside´re´e. En
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Figure 4.6 – Simulation d’un barreau plastique en contraintes planes pour
diffe´rentes lois plastique. Sur (b), “astrium” et “essai” correspondent a` des courbes
de traction expe´rimentales, “Simu cin” a` des simulations avec une loi plastique a`
e´crouissage cine´matique et “Simu iso” a` une simulation avec une loi plastique a`
e´crouissage cine´matique.
effet, les effets de la plasticite´ seront plus importants sur un cycle et donc sur le ∆u
qui sera projete´.
Les re´sultats ci dessous sont obtenus pour une loi plastique normale a` e´crouissage
cine´matique. Le module d’e´crouissage choisi (E/10) permet de repre´senter correc-
tement le de´but de la courbe de traction et facilite la convergence de la simulation.
Des conclusions similaires ont e´te´ obtenus avec un e´crouissage isotrope.
4.2.2.2 Pre´sentation de la simulation
La simulation de la propagation sous chargement cyclique est re´alise´e par la
FEM avec le logiciel Cast3M [VER 88, VER 91] (http ://www-cast3m.cea.fr/).
L’e´prouvette e´tant tre`s fine ( t
2W
= 1, 5%), un e´tat plan des contraintes est conside´re´.
Le maillage fractal utilise´ est repre´sente´ a` la Figure 4.7. Il pre´sente un raffinement
local en pointe de fissure (dhsy = 40 µm) qui permet de s’assurer que la zone plas-
tique est correctement repre´sente´e. Il y a au minimum 10 e´le´ments dans le rayon de
la zone plastique (ry ≥ 400 µm). Au contraire, les zones lointaines (ou` les e´volutions
des champs me´caniques sont lentes) sont repre´sente´es avec peu d’e´le´ments pour que
le nombre de degre´s de liberte´ soit raisonnable. La propagation est discre´tise´e, les
65 premiers nœuds situe´s sur l’axe de la fissure dans l’intervalle [a0; a0 + 2, 6] mm
constituent les positions successives du front de la fissure. Le pas de propagation
est donc dhsy = 40 µm. Pour chaque position du front, trois cycles de chargements
sont simule´s pour permettre la stabilisation de la zone plastique. La zone plastique
active´e autour du front est repre´sente´e sur la Figure 4.8.
Les donne´es de sortie de cette simulation (repe´re´es par l’exposant sy) sont :
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d
h
s
y
crack
Figure 4.7 – Maillage fractal utilise´ pour les simulations e´lasto-plastiques. A` partir
d’un maillage constitue´ de 80 quadrangles a` quatre nœuds, le maillage est raffine´
cinq fois par un facteur deux. dhsy est finalement la taille du maillage autour de la
zone plastique.
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1.35 10-3
2.45 10-3
3.55 10-3
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y
Figure 4.8 – De´formation plastique cumule´e autour des le`vres de la fissure a` la
fin de la propagation. La fissure a propage´ de a0 = 3 mm a` af = 5, 6 mm. Le
maillage repre´sente´ est de´forme´ par le chargement maximal. Les fle`ches repre´sentent
les e´valuations de la zone plastique, avec un seuil de de´formation de 0.02%.
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Essai CCT sur Ti35
— les champs de de´placements sous chargement minimum u
sy
min et sous le char-
gement maximum u
sy
max,
— la taille de la zone plastique devant la fissure r
sy
yx ,
— trois estimations KI
sy
min, KI
sy
max et ∆KI
sy des facteurs d’intensite´ des
contraintes pour des champs sous chargement minimum, sous chargement
maximum et leurs variations entre ces deux chargements, respectivement.
Apre`s stabilisation de la zone plastique, les champs de de´placements u
sy
min et
u
sy
max correspondants aux chargements minimum et maximum de la dernie`re charge
a` une position donne´e sont sauvegarde´s. Une fois les trois cycles de chargement
termine´s a` une position, la longueur devant la fissure ou la de´formation plastique
cumule´e de´passe 0.02% est calcule´e comme repre´sente´ sur la Figure 4.8. Cette mesure
correspond a` une e´valuation de la taille de la zone plastique r
sy
yx . Enfin, des FIC
de re´fe´rence sont extraits avec l’inte´grale de domaine Jd introduite e´quation 1.90.
Puisque le proble`me est en mode I uniquement, l’hypothe`se que Jd est directement
proportionnel a` (KI)
2 est faite (comme en e´lasticite´ line´aire)
Jd = (KI)
2 /E∗ =
∫
D
[
Wpδtk − σjk ∂uj
∂xt
]
∂q
∂xt
dS. (4.22)
Ou` E∗ = E puisqu’un e´tat plan des contraintes est conside´re´. La de´finition de
l’e´nergie plastique Wp comme celle introduite a` l’e´quation 1.92 n’est possible que
pour certains mode`les de comportement. En pratique, nous choisissons une surface
d’inte´gration D qui englobe toute la zone qui a plastifie´e. Le contour inte´rieur Ci
(repre´sente´ sur la Figure 1.16) englobe la zone ou` la plasticite´ cumule´e au cours de
la propagation est non-nulle. L’e´nergie plastique est donc calcule´e comme l’e´nergie
e´lastique. Pour construire le champ d’extension virtuelle q variant de ze´ro a` un, un
proble`me de diffusion thermique entre deux thermostats (un sur le contour inte´rieur
et le second sur le contour exte´rieur) est re´solu.
A` chaque incre´ment de propagation du front, cette inte´grale est calcule´e pour les
champs me´caniques lorsque le chargement maximal du troisie`me cycle de chargement
est atteint : KI
sy
max et sous le chargement minimum imme´diatement pre´ce´dent :
KI
sy
min. Elle est e´galement calcule´e pour les variations des champs me´caniques entre
ces deux chargements : ∆KI
sy . Deux e´valuations de la variation de FIC sont donc
disponibles, la premie`re en accord avec la de´finition ∆KI
sy
def = KI
sy
max−KIsymin, et la
seconde re´sultant d’une seule inte´grale ∆KI
sy . On constate sur la Figure 4.9a que ces
deux de´finitions donnent des re´sultats tre`s proches. Cette ge´ome´trie expe´rimentale
est tre`s classique, Tada et al. [TAD 85] en proposent une expression en fonction de
la ge´ome´trie conside´re´e
∆KTadaI = ∆σ0
√
pia
[
1− 0.025
( a
W
)2
+ 0.06
( a
W
)4]√ 1
cos
(
pia
2W
) . (4.23)
Expression dans laquelle ∆σ0 = σmax − σmin repre´sente la variation de chargement.
Cette expression est le´ge`rement fausse´e ici car le comportement n’est pas e´lastique
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Figure 4.9 – Re´sultat de la simulation nume´rique.
line´aire. La taille du rayon plastique e´value´e r
sy
yx est e´galement repre´sente´e sur la
Figure 4.9b. A` partir d’un mode`le de zone cohe´sive, Dugdale [DUG 60] a propose´
une e´valuation de ce rayon plastique (rappele´e dans [SUR 98]) en fonction de KI
rDBy = (pi/8)(KI/σy)
2. (4.24)
En utilisant l’expression de KI propose´e dans [TAD 85], cette expression fournit une
estimation analytique de la taille de la zone plastique. On constate que cette expres-
sion est le´ge`rement sure´value´e (≈ 1%) mais qu’elle donne une bonne estimation de
l’e´volution au cours de la propagation.
4.2.2.3 Identification de la ge´ome´trie de la fissure
Comme pour l’inte´grale d’interaction, il est possible d’identifier ∆KpWI par pro-
jection de plusieurs manie`res. La premie`re consiste a` projeter le champ sous le char-
gement maximum u
sy
max et le champ sous le chargement minimum u
sy
min pour obte-
nir KI
pW
max et KI
pW
min et ainsi pouvoir e´valuer ∆KI
pW
def selon la de´finition. La deuxie`me
possibilite´ envisage´e est de projeter directement la variation de de´placements entre
les deux chargements : ∆usy = u
sy
max−usymin. Le coefficient singulier de cette projec-
tion est simplement appele´ ∆KpWI .
Pour re´aliser ces projections, il faut au pre´alable avoir de´termine´ la position
du front de la fissure. La me´thode qui consiste a` trouver la position qui annule le
premier terme super-singulier (pre´sente´e a` la Section 4.1.3) est utilise´e. La projection
des trois de´placements ∆usy , u
sy
max et u
sy
min donne trois e´valuations diffe´rentes de la
position du front. Ces positions sont repre´sente´es sur la Figure 4.10a. Ici, puisqu’il
s’agit d’une simulation, la position du front est connue. On Constate que la position
du front identifie´e par la projection de la variation de de´placements est proche de la
position du front simule´. La projection de ce champ de de´placements permet donc
une bonne approximation de la position du front. D’autre part, la projection des
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Figure 4.10 – Projection de diffe´rents de´placements e´lasto-plastiques simule´s.
E´tude de leur influence sur l’identification de la position du front de fissure et de
∆KI .
de´placements u
sy
max est assez e´loigne´e (< 10% d’e´cart) et enfin la projection de u
sy
min
est plus e´loigne´e (> 20% d’e´cart). Ces e´carts sont dus a` l’impact de la plasticite´ sur le
champ de de´placements conside´re´. Pour le champ ∆usy seule la plasticite´ active´e sur
un cycle (proche du concept de zone plastique reverse [SUR 98], illustre´ Figure 1.15)
est conside´re´e. Par contre, le champ u
sy
max est duˆ aux de´formations e´lastiques et
aux de´formations plastiques cumule´es lors des tous les cycles de chargement de
la propagation. Enfin, les de´formations plastiques cumule´es sont principalement a`
l’origine de u
sy
min. Les termes super-singuliers sont donc plus influents et la position
qui annule le premier est plus e´loigne´e de la position de la simulation.
La question est maintenant de savoir quelle position du front permet une bonne
e´valuation du facteur d’intensite´ des contraintes en mode I. Sur la Figure 4.10b,
l’e´cart des diffe´rentes projections avec l’inte´grale d’interaction pour la variation des
champs me´caniques ∆KI
sy est repre´sente´e. Dans un premier temps, notons que la
projection de la variation du champ de de´placement ∆usy et l’identification de la
position du front aW avec cette projection permet une identification de ∆KI
pW tout
a` fait en accord (erreur < 0, 1%) avec l’inte´grale d’interaction pour la variation
des champs (qui diffe`re de ∆KI
sy
def de moins de 1, 2%). Ce re´sultat est fondamen-
tal, la position aW permet une identification de ∆KI
pW en accord avec l’inte´grale
d’interaction pour la position du front (le´ge`rement diffe´rente).
On conside`re maintenant les e´valuations KI
pW
max pour la projection du champ de
de´placement u
sy
max (avec laquelle on identifie e´galement la position du front), etKI
pW
min
pour la projection du champ de de´placement u
sy
min (avec laquelle on identifie une
autre position du front). La diffe´rence entre ces estimations KI
pW
max−KIpWmin induit un
e´cart important avec l’inte´grale d’interaction (e´cart > 4%). Cet e´cart est entie`rement
duˆ aux diffe´rentes positions du front e´value´es pour ces deux projections. En effet,
Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014) 159
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs
si l’on re´alise ces projections a` la position du front aW , on retrouve naturellement
∆KI
pW (l’ope´ration de projection est bien line´aire). Enfin, il est inte´ressant de noter
que puisque la plasticite´ est confine´e, l’expression propose´e par Tada et al. [TAD 85]
donne une bonne estimation (erreur < 1%) de ∆KI . Toutefois, il sera difficile que
l’expe´rience ve´rifie les conditions de cette expression, notamment des conditions aux
limites uniformes et une propagation syme´trique.
Cette e´tude confirme que la projection de la variation du champ de
de´placement ∆u sur les se´ries de Williams permet d’identifier la position du front
et la variation ∆KI avec pre´cision pour une plasticite´ de l’ordre de celle pre´sente
dans l’expe´rience conside´re´e. La base nmin = −3 et nmin = 7 ge´ne´ralement utilise´e
donne satisfaction. D’autre part, un rayon exte´rieur rext = 2, 5 mm (le maximum
permis par la dimension de la zone photographie´e) est suffisant. Enfin, exclure une
zone rint = 0, 8 mm (de la taille moyenne de la zone plastique totale) assez e´tendue
n’est pas un obstacle a` la bonne identification de ∆KI . Une e´tude est ne´anmoins
mene´e pour mieux comprendre l’influence de ces parame`tres sur la projection, pour
des champs bien connus.
4.2.2.4 Influence des parame`tres de projection
Dans un premier temps, l’influence de la troncature de la base est e´tudie´e. La pro-
jection sur les se´ries de Williams est re´alise´e pour diffe´rentes bornes infe´rieures nmin
et supe´rieures nmax. La Figure 4.11 montre les ∆KI
pW identifie´es pour diffe´rents
couples de ces bases. Elle pre´sente aussi l’erreur moyenne de projection entre ces
bases pour ve´rifier leur aptitude a` repre´senter le champ de de´placements simule´. En-
fin, le conditionnement de l’ope´rateur de projection associe´ a` chacune de ces bases
est repre´sente´.
On constate que l’augmentation de la taille de la base de projection re´duit
le conditionnement de la matrice de projection (aussi bien la diminution de nmin
que l’augmentation de nmax). Cette augmentation est notamment due au fait que
l’influence de ces termes est faible dans la zone conside´re´e. nmin < −1 a une in-
fluence tre`s localise´e et nmax > 5 une influence lointaine. Les trois bornes infe´rieures
nmin = {−1;−3;−5} permettent une bonne identification de ∆KI , l’influence
de nmin est faible. Ne´anmoins nmin = {−1;−3} permettent une identification
le´ge`rement meilleure. L’erreur moyenne de projection est le´ge`rement diminue´e par
l’ajout du terme n = −3, certainement parce qu’il permet de prendre en compte
les non-line´arite´s. De plus, puisque ce terme n = −3 permet de quantifier les non-
line´arite´s (e´quation (4.13)), il est introduit dans la base de projection. C’est pour-
quoi nmin = −3 est choisie.
L’augmentation de la borne supe´rieure permet quant a` elle d’identifier plus
pre´cise´ment ∆KI . L’augmentation de la pre´cision est sensible jusqu’a` l’introduction
de l’ordre nmax = 7. Cette meilleure identification s’accompagne d’une diminution
de l’erreur moyenne de projection. Cette diminution est naturelle puisque la base de
projection est plus riche. L’introduction des termes n ∈ {4, 5, 6, 7} permet de mieux
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Figure 4.11 – E´tude de l’influence de la base de projection sur l’identification de
∆KI .
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Figure 4.12 – E´tude de l’influence de la dimension exte´rieure de la zone de projec-
tion sur l’identification de ∆KI .
prendre en compte les effets lointains comme les conditions aux limites. Les termes
supe´rieurs n > 7 semblent d’influence trop lointaine pour la zone de projection, il
de´gradent le conditionnement sans ame´liorer ni la projection, ni l’identification de
∆KI .
L’influence du rayon exte´rieur de la zone de projection sur la projection est
e´tudie´e. Sur la Figure 4.12a, on constate qu’un rayon exte´rieur trop petit de´grade la
qualite´ de l’identification de ∆KI par projection. La zone de projection est trop pe-
tite pour assurer une bonne identification. D’autre part, une zone de projection trop
grande englobe des informations qui viennent perturber l’identification de ∆KI . Les
se´ries de Williams ne permettent plus de bien repre´senter les de´placements (confe`re
Figure 4.12b). Pour ces raisons, il est inte´ressant de connaˆıtre les de´placements au-
tour de la pointe de fissure, ce qui justifie le choix de la zone suivie par corre´lation
d’images. L’ajout de termes supple´mentaires d’ordre supe´rieur (n > 7) permettrait
de mieux prendre en compte les zones lointaines ainsi introduites.
Enfin, l’influence du rayon inte´rieur rint est conside´re´e. On suspecte qu’il est
pre´fe´rable d’exclure la zone ou` ont lieux les non-line´arite´s [RE´T 11]. Pour ve´rifier
cette hypothe`se, nous conside´rons la projection du champ de de´placements sous le
chargement maximum en utilisant la position aW . Ainsi, les non-line´arite´s sont plus
e´tendues et il est plus facile de mesurer leur impact. La projection est re´alise´e pour
plusieurs rayons inte´rieurs comme repre´sente´ sur la Figure 4.13. On ve´rifie bien que
lorsque la zone plastique (confe`re Figure 4.9a pour l’e´volution de sa taille) grandit et
de´passe le rayon inte´rieur rint, la qualite´ de la projection est de´grade´e. Il est donc bien
inte´ressant d’exclure la zone plastique de la projection. Pour la projection de ∆u,
la zone plastique est plus petite puisqu’il s’agit de la plasticite´ qui s’est de´veloppe´e
pendant un seul chargement (proche de la zone plastique reverse [SUR 98]).
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Figure 4.13 – E´tude de l’influence de la dimension inte´rieure rint de la zone de
projection sur l’identification de KI .
4.2.2.5 E´valuation de la taille de la zone plastique et de son influence
Connaˆıtre la taille de la zone plastique est important pour s’assurer que la zone
plastique est exclue de la projection et que l’hypothe`se de plasticite´ confine´e est
ve´rifie´e. Les me´thodes pour e´valuer la taille de la zone plastique a` partir d’un champ
de de´placements uniquement sont e´tudie´es (comme lors du de´pouillement d’une
expe´rience par corre´lation d’images). D’autre part, le lien entre les termes super-
singuliers et la plasticite´ est ve´rifie´.
Les diffe´rentes me´thodes e´tudie´es pour estimer la taille de la zone plastique en
aval du front sont
1. rDBy (e´quation (4.24)), l’e´valuation base´e sur les e´le´ments cohe´sifs [DUG 60,
SUR 98] et le FIC analytique [TAD 85].
2. rWy la taille obtenue en appliquant le crite`re de von Mises au champ de
contraintes asymptotiques (e´quations (1.18) et (1.19)) avec les coefficients bni
obtenus par projection. Cette e´valuation donne e´galement acce`s a` la forme de
la zone plastique et a` l’influence des diffe´rents coefficients bni .
3. rPZ = −8
√
b−3I /b
1
I (e´quation (4.13)), la longueur obtenue avec le troisie`me
terme super-singulier comme propose´ dans [ROU 09].
4. aW − asimu la distance entre la position qui annule le coefficient b−1I et la
position du front de la simulation (pour ve´rifier que cette position est bien
influence´e par la taille de la zone plastique).
Ces quatre me´thodes d’estimations sont repre´sente´es normalise´es (par la valeur
constate´e lors de la simulation r
sy
y ) sur la Figure 4.14. L’expression (4.24) est sur-
estime´e (≈ 30%) mais proportionnelle au rayon plastique de la simulation. Les
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Figure 4.14 – Projection des de´placements e´lasto-plastiques simule´s sous char-
gement maximal. Les diffe´rentes me´thodes d’e´valuation du rayon plastique sont
norme´es par le rayon plastique de la simulation e´lasto-plastique r
sy
y = rrefy .
contraintes des se´ries de Williams (me´thode 2) permettent l’identification la plus
pre´cise mais cette estimation est moins proportionnelle a` r
sy
y . Les termes super-
singuliers sont bien proportionnels au rayon plastique. La position du front qui
annule le premier terme super-singulier est de´cale´e de la position du front avec un
biais syste´matique proportionnel a` la taille de la zone plastique devant le front. En-
fin, on de´montre pour la premie`re fois que l’estimation de la process zone base´e sur
le troisie`me coefficient super-singulier est bien proportionnelle a` r
sy
y , c’est d’ailleurs
l’estimation la plus stable.
Le crite`re 2 passe par l’utilisation du champ de contraintes des se´ries de Williams.
Il permet donc de connaˆıtre une approximation de la forme de la zone ou` la
contrainte de von Mises de´passe la limite e´lastique. C’est l’occasion de comparer
cette forme a` celle de la simulation et d’e´tudier l’influence des diffe´rents coefficients
asymptotiques. Le T -stress est souvent conside´re´ comme le second parame`tre do-
minant [BRO 85, HAM 05] en pointe de fissure (seul terme sub-singulier dont les
contraintes ne tendent pas vers ze´ro au voisinage du front). C’est pourquoi, des lois
de propagation de fissures de fatigue fonction de KI et de T ont e´te´ propose´e, no-
tamment par Hutarˇ [HUT 06] comme rappele´ e´quation (1.83). Ce terme influe donc
sur la taille de la zone plastique comme illustre´ sur la Figure 4.15b. Sur cette Figure
KI = 1 est donne´ en MPa.m
1/2 et T est donne´ en MPa, les autres termes ne sont pas
conside´re´s. Sur la Figure 4.15a, la zone plastique pour la position a0 apre`s cyclage
est repre´sente´e. Les contours ou` la contrainte de von Mises associe´e aux contraintes
des se´ries de Williams telles que σ(r, θ) =
∑
i=I, II
∑
n∈terms b
n
i r
n/2−1fni (θ) est e´gale
a` la limite e´lastique y sont repre´sente´s. On constate que les termes les plus influents
sont bien KI et T , ainsi que le terme super-singulier d’ordre n = −3 (la position du
front est choisie telle que le terme d’ordre n = −1 soit nul).
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(a) Influence des diffe´rents ordres de la se´rie.
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(b) Roˆle du T -stress.
Figure 4.15 – Contour des zones autour du front ou` la contrainte de von Mises
de´passe la limite e´lastique. Avec les coefficients bni obtenus par projection d’un champ
de de´placements en mode I simule´ sur les se´ries de Williams, le champ de contraintes
associe´ est connu (e´quations (1.18) et (1.19)).
4.2.2.6 Bilan
L’e´tude de ce champ plastique simule´ autour d’une fissure de fatigue qui propage
nous a permis
— de ve´rifier que la projection de ∆u permettait de retrouver le ∆KI de
l’inte´grale d’interaction malgre´ la plasticite´ de l’ordre de celle de l’expe´rience
conside´re´e (et e´galement KI malgre´ la plasticite´ cumule´e),
— de montrer que la position du front aW identifie´e par la projection de ∆u
permettait une bonne projection (erreur de projection faible) et une bonne
identification des FIC,
— d’e´tudier l’influence des parame`tres de la projection sur la qualite´ de la pro-
jection, et de mieux maˆıtriser le choix de ces parame`tres en fonction du champ
a` projeter et du domaine ou` il est de´fini,
— d’e´valuer diffe´rentes estimations de la taille de la zone plastique a` partir du
champ de de´placement,
— d’illustrer le lien entre les termes super-singuliers et la zone plastique, et la
ne´cessite´ de les inclure pour une bonne identification des FIC.
4.2.3 De´pouillement de l’essai
La corre´lation d’images sur des e´le´ments Q4 de 15×15 pixels2 est re´alise´e entre les
images prises aux chargements minimum et maximum tous les ∆N = 1 000 cycles.
Elle fournit Nc approximations ∆uDIC(x) de la variation de de´placements sur la
zone de corre´lation. Sur la bande d’e´le´ments exte´rieurs de la corre´lation d’images, la
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corre´lation est moins pre´cise (support des fonctions de forme re´duit), elle est donc
exclue. Le re´sidu de cette corre´lation est utilise´e pour identifier la position de la
fissure.
Ce champ de de´placement ∆uDIC est projete´ sur les se´ries de Williams (nmin =
−3, nmin = 7, rint = 0, 4 mm et rext = 2, 2 mm) pour obtenir la position du
front et une estimation de ∆KpWI , la variation du FIC en mode I. L’erreur au sens
des moindres carre´s (aux nœuds de la corre´lation dans la zone de projection) est >
0, 13 pixels. Cette erreur est un peu grande par rapport a` la pre´cision attendue sur le
champ ∆uDIC par corre´lation d’images (< 0, 1 pixels) [ROU 09]. Elle peut venir soit
de proble`mes expe´rimentaux, soit d’une erreur de mode`le (le champ asymptotique ne
permettrait pas de repre´senter pre´cise´ment le champ re´el). Cette seconde hypothe`se
est dans un premier temps e´carte´e par la simulation pre´ce´dente.
Cette strate´gie nous permet d’identifier une loi de propagation de Paris puisque
la position et ∆KpWI sont connus au cours des cycles de propagation. Une seconde
me´thode pour e´valuer la variation de SIF est e´galement e´tudie´e. Elle consiste a` utili-
ser directement le ∆KTadaI de l’e´quation (4.23) et les positions pre´ce´dentes. Avec l’hy-
pothe`se de plasticite´ confine´e, elle revient a` faire deux hypothe`ses supple´mentaires :
— les deux fronts propagent a` la meˆme vitesse,
— les conditions aux limites sont parfaitement applique´es a` l’e´prouvette.
4.2.4 Simulations de´die´es aux essais
La strate´gie d’identification de loi de propagation propose´e repose sur la confron-
tation de ce de´pouillement a` la simulation. En particulier, ici, a` des simulations
e´lastique line´aires DEK-FEM en de´formations planes qui sont base´es sur les se´ries
de Williams, comme la strate´gie de de´pouillement. Dans un premier temps, Sec-
tions 4.2.5, il est inte´ressant de ve´rifier que la simulation est en accord avec
l’expe´rience, en terme de variations du champ de de´placements et de FIC. Ensuite,
Section 4.2.7, les lois de propagation identifie´es sont teste´es pour ve´rifier qu’elle per-
mettent de retrouver la vitesse de propagation de l’expe´rience dans des simulations.
4.2.4.1 DEK-FEM locale, avec des conditions aux limites issues de la
corre´lation
La corre´lation d’images fournit la mesure la plus pre´cise des conditions aux
limites a` laquelle la pointe de fissure est soumise. En effet, le champ de de´placements
applique´ est mesure´ localement. Au sein de la zone de corre´lation, un domaine de
simulation est choisi pour la simulation. Les conditions aux limites sur ce domaine
sont la variation de de´placement ∆uDIC au bord de ce domaine. Ces conditions aux
limites locales issues de la corre´lation ont de´ja` fait leur preuve [FED 09, RAN 10].
La simulation de ce domaine est re´alise´e avec la DEK-FEM, nous l’appellerons
DEK-ABC (pour Actual Boundary Condition). Le maillage utilise´ pour cette simu-
lation est le meˆme que celui de la corre´lation. Ce maillage est assez fin pour une
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Figure 4.16 – Ge´ome´trie et conditions aux limites de la simulation locale avec des
conditions aux limites issues de la corre´lation DEK-ABC.
identification pre´cise des FIC. Nous avons re´alise´ ces simulations pour un maillage
4 fois plus fin, la correction apporte´e sur les FIC est de moins de 1%. De plus
l’utilisation du maillage de la corre´lation (ou` d’un maillage 2n fois plus fin) permet
d’imposer facilement les conditions aux limites et de comparer facilement les champs
de de´placement.
4.2.4.2 Simulation d’un essai ide´alise´
La seconde option envisage´e est de conside´rer un essai ide´alise´. La ge´ome´trie est
celle repre´sente´e a` la Figure 4.5. Les conditions aux limites sont ide´alise´es, on suppose
une re´partition de contrainte normale parfaitement uniforme et syme´trique (∆σ0 =
∆F0/2Wt). Enfin, on suppose que la propagation est identique pour les deux pointes
de la fissure. Cette situation ide´alise´e est celle conside´re´e par Tada et al. [TAD 85],
pour laquelle une expression analytique du facteur d’intensite´ des contraintes existe
en fonction de la longueur de la fissure (e´quation (4.23)). L’utilisation de cette
expression comme une simulation est appele´ “expression analytique [TAD 85]”.
Pour ve´rifier le fonctionnement de l’algorithme DEK-FEM 2D utilise´, une simu-
lation de cette configuration est re´alise´e en paralle`le. Pour des raisons de syme´trie,
seul un quart de l’e´prouvette CCT est conside´re´ (confe`re Figure 4.5). Le chargement
de traction est aussi ∆σ0 = ∆F0/2Wt. Cette simulation est appele´e DEK-IBC (pour
Idealized Boundary Condition)
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(a) Champ |uDEK−uDIC | (pixels) pour le
cycle N = 81 000 sur la zone de corre´lation
prive´e d’un e´le´ment.
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(b) E´cart au sens des moindres carre´s sur la
zone de projection, entre les de´placements de la
corre´lation, de la projection et de la simulation.
Figure 4.17 – Mesures des e´carts entre les diffe´rents mode`les.
4.2.5 Couplage simulation/mesure de champs a` la posi-
tion aW
Dans un premier temps, les simulations sont re´alise´es aux positions iden-
tifie´es expe´rimentalement aW (projection puis annulation du premier terme super-
singulier). La simulation DEK-ABC est re´alise´e pour la zone de corre´lation unique-
ment prive´e d’une range´e d’e´le´ments. Sur la Figure 4.17a, le champ de de´placements
obtenu est compare´ au champ de de´placements de corre´lation. On constate que le
champ de de´placements est bien le meˆme au bord. Des zones fortement entache´es
d’erreur apparaissent dans les coins de la simulation. Il est vraisemblable que cet
e´cart syste´matique e´tait duˆ a` de la distorsion optique, le capteur CCD e´tant un peu
grand pour le macro-objectif utilise´.
Pour s’affranchir de cette erreur, une partie de la zone de corre´lation est exclue
aussi bien de la projection que de la simulation. La zone conside´re´e (repre´sente´e
sur la Figure 4.16) est donc re´duite a` 4, 2× 3, 4 mm2. Cette fois l’erreur au sens des
moindres carre´es (sur la zone de projection) est satisfaisante ≈ 0.06 pixels, de l’ordre
de l’incertitude de mesure ge´ne´ralement constate´e en corre´lation d’images (Q4 de
15×15 pixels2). De meˆme, le champ simule´ est proche du champ expe´rimental (erreur
au sens des moindres carre´es sur la zone de projection < 0, 075 pixels2). Enfin il est
inte´ressant de noter que le champ simule´ (DEK-ABC) est tre`s proche du champ pro-
jete´ (erreur au sens des moindres carre´es sur la zone de projection < 0, 055 pixels2).
La simulation e´lastique et la projection sur les se´ries de Williams de´crivent cor-
rectement les de´placements expe´rimentaux. La position du front identifie´e aW est
e´galement valide´e.
La Figure 4.18 trace les e´volutions des FIC en fonction de la position du front aW .
On ve´rifie bien que la simulation DEK-FEM avec les conditions aux limites ide´alise´es
168 Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Essai CCT sur Ti35
3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
x 10−3
0
2
4
6
8
10
12
14
16
x 106
∆ 
K I
 
(P
a m
1/
2 )
a
w
 (m)
 
 
DIC−WA
DEK−ABC
DEK−IBC
Tada [TPI85]
Figure 4.18 – Comparaison entre les ∆KI projete´s et simule´s aux positions iden-
tifie´es lors de la projection aW .
donne un ∆KI similaire a` l’expression propose´e par Tada et al. [TAD 85]. Nous
avons donc confiance en cette expression et en la pre´cision de la DEK-FEM 2D. La
simulation DEK-ABC retourne des valeurs des FIC tre`s proches des valeurs obtenues
par projection sur les se´ries de Williams. Ce re´sultat confirme que l’hypothe`se d’un
comportement e´lastique et la projection sur les se´ries de Williams sont en accord
pour la position qui annule le premier terme super-singulier.
D’un point de vu plus ge´ne´ral, les ∆KI obtenus d’un cote´ par la corre´lation
d’images et l’utilisation de conditions aux limites locales (DEK-ABC), et de l’autre
les simulations ide´alise´es (expression analytique [TAD 85]) sont assez diffe´rents
(plus de 10%). Cette diffe´rence est certainement due a` la difficulte´ d’appliquer
expe´rimentalement les conditions aux limites souhaite´es, et aux deux pointes de
fissure de l’e´prouvette CCT qui ne propagent pas ne´cessairement a` la meˆme vitesse.
Il est alors inte´ressant de pouvoir s’affranchir de ces hypothe`ses globales, comme la
me´thode de´veloppe´e le propose : mesure de champs et simulation DEK-ABC.
4.2.6 Identification de la loi de propagation
La seconde e´tape consiste a` identifier la loi de propagation de fatigue. La
de´marche mene´e vise a` montrer les capacite´s de la proce´dure d’identification. Le
choix de la loi et du formalisme n’est pas e´tudie´. Une loi de propagation de Pa-
ris [PAR 61] est simplement utilise´e. Elle lie le taux de propagation par cycle a`
la variation du facteur d’intensite´ des contraintes en mode I au cours d’un cycle,
comme rappele´ a` l’e´quation (1.81).
Nous disposons de la position du front aW (Nc) et d’e´valuations de ∆KI(Nc) pour
diffe´rents cycles. Il faut donc approcher le taux de propagation par cycle, par exemple
avec la me´thode des diffe´rences centre´es. L’e´volution de ∆KI avec la longueur de la
fissure aW pre´sente des oscillations. Une interpolation line´aire directe ne sera donc
pas tre`s pre´cise. La me´thode utilise´e consiste a` minimiser A la diffe´rence quadratique
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Parameters 1011 C η
ABC − Paris 5.3 3.4
IBC − Paris [MAT 13] 0.3 4.4
Adib et al. [ADI 07] 7.5 3.0
Integrated DIC [MAT 12] 4.7 3.1
Fully integrated procedure [MAT 13] 2.5 3.4
Table 4.1 – Diffe´rentes estimations des coefficients de la loi de Paris pour ce
mate´riau. Les unite´s sont celle obtenues lorsque aW est en mm et ∆KI in MPa
√
m.
entre la position identifie´e aW et pre´dite, cumule´e sur les cycles, pour identifier les
parame`tres (C, η) [MAT 12]. La position pre´dite re´sulte de l’inte´gration de la loi
de Paris approche´e par une somme discre`te sur les valeur ∆KI(Nc) connues. La
fonction a` minimiser est finalement
A(C, η)=
60∑
c=1
aW (N0)−aW (Nc) + ∑
i∈J2..cKC
(∆KI(Ni−1))
η + (∆KI(Ni))
η
2
(Ni−1−Ni)
2 .
(4.25)
Nous disposons de deux estimations des variations des FIC, celle obtenue par
projection du champ mesure´ ∆KpWI , et celle pour la ge´ome´trie ide´alise´e ∆K
Tada
I .
Deux lois de Paris sont identifie´es a` partir de ces valeurs et de la position du front aW .
La premie`re, dite loi ABC − Paris, utilise la valeur estime´e avec une mesure lo-
cale du champ de de´placement ∆KpWI . La seconde, dites loi IBC − Paris, repose
sur l’hypothe`se d’une configuration ide´ale pour identifier ∆KTadaI . Soulignons que
cette e´valuation suppose que la ge´ome´trie et le chargement ide´aux sont une bonne
approximation.
Les lois de propagation ainsi identifie´es sont re´unies dans le Tableau 4.1. A`
titre de comparaison, des valeurs publie´es pre´ce´demment apparaissent e´galement.
Mathieu et al. [MAT 12, MAT 13] ont conside´re´ cette expe´rience, avec une me´thode
de post-traitement e´galement base´e sur la mesure de champs et les se´ries de Williams,
mais sans comparaison avec la simulation. Adib et Baptista [ADI 07] s’inte´ressaient
a` un alliage de Titane le´ge`rement diffe´rent. Les valeurs identifie´es avec la mesure de
champs autour du front sont proches des valeurs de ces re´fe´rences.
4.2.7 Simulation 2D de la propagation en fatigue
Une fois la loi de propagation identifie´e, la vitesse de propagation est simule´e. A`
partir de la position initiale de la fissure aW (N0), la variation de FIC est calcule´e,
puis les positions successives du front sont calcule´es avec la loi de Paris. Des simu-
lations statiques sont re´alise´es tous les ∆N = 1 000 cycles, et la position suivante
est calcule´e par inte´gration explicite en cycles. Les deux simulations conside´re´es
sont la simulation DEK-ABC, et la simulation DEK-IBC (qui revient simplement a`
170 Cle´ment Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Essai CCT sur Ti35
0 10 20 30 40 50 60
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
x 10−3
∆ 
a
 (m
)
pas de propagation
 
 
DIC−WA
ABC − Paris
IBC − Paris
(a) DEK-ABC
0 10 20 30 40 50 60
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
x 10−3
∆ 
a
 (m
)
pas de propagation
 
 
DIC−WA
ABC − Paris
IBC − Paris
(b) DEK-IBC (ou expression analy-
tique [TAD 85])
Figure 4.19 – Comparaison des vitesse de propagation pour les deux lois identifie´es.
appliquer l’expression de ∆KTadaI ). Les positions du front en fonction du pas de pro-
pagation c ∈ J1; 60K sont repre´sente´es sur le Figure 4.19. La premie`re Figure 4.19a
repre´sente les re´sultats pour la simulation DEK-FEM pre`s du front (zone DEK-ABC)
avec les conditions aux limites mesure´es par corre´lation d’images ∆uDIC(Nc) (DEK-
ABC). La seconde 4.19b repre´sente les re´sultats pour la simulation de l’e´prouvette
comple`te dans la configuration ide´alise´e (expression analytique [TAD 85] ou DEK-
IBC).
La vitesse de propagation de la simulation DEK-ABC avec la loi de propaga-
tion ABC−Paris est en accord avec la vitesse constate´e expe´rimentalement, confe`re
Figure 4.19a. Ce re´sultat est important puisque la loi de Paris est fortement non-
line´aire. Des diffe´rences apparemment minimes entre les e´valuations de ∆KpWI et
celui de la simulation DEK-ABC a` la position aW (repre´sente´e sur la Figure 4.18)
auraient pu cacher un biais syste´matique. Ce biais aurait alors entraˆıne´ un mauvaise
e´valuation de la position du front au cours de la propagation. Pour cette expe´rience,
la loi de Paris identifie´e est fiable. Sur cette Figure, on constate que la loi de pro-
pagation IBC − Paris est errone´e. C’est la conse´quence naturelle de la diffe´rence
entre les FIC e´value´s avec la simulation DEK-ABC et l’expression analytique (4.23)
ide´alise´e constate´e sur la Figure 4.18.
Le re´sultat plus surprenant sur la Figure 4.19b est que la loi IBC − Paris
et la simulation DEK-IBC permettent de retrouver la vitesse de propagation de
la simulation avec une pre´cision comparable a` la simulation DEK-ABC avec la
loi ABC − Paris. Sans le recours a` la mesure de champs, cette me´thode pour-
rait sembler fonctionner (alors que la loi IBC−Paris est sensiblement diffe´rente de
la loi ABC − Paris). La mesure de champs est donc ne´cessaire pour choisir parmi
ces deux lois.
Cette analyse nous permet de conclure que l’utilisation d’une ge´ome´trie stan-
dard et l’approximation des conditions aux limites pour identifier les variations des
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FIC pouvaient introduire des erreurs majeures dans la loi identifie´e. La proce´dure
propose´e base´e sur la corre´lation d’images et les se´ries de Williams avec une si-
mulation DEK-FEM en paralle`le permet d’e´viter cette approximation. Elle permet
e´galement de comparer le champ expe´rimental avec le champ simule´ pour ve´rifier
que les mode`les utilise´s sont pertinents. Enfin elle permet une premie`re validation
de la loi propose´e.
4.2.8 Bilan de l’application a` l’essai CCT
La proce´dure d’identification d’une loi propose´e a` la Section 4.1 a e´te´ applique´e a`
un essai CCT sur une plaque fine de titane. Cette de´marche a e´te´ l’occasion de confir-
mer l’inte´reˆt de la mesure de champs pour l’identification de proprie´te´s mate´riaux et
donc de lois de propagation [ROU 06, FED 09, RE´T 10c, MAT 13]. L’information
fournie est en effet riche, et permet de ve´rifier que la me´thode d’identification est
pertinente (incertitude faible, ici sur la corre´lation et la projection sur les se´ries de
Williams).
La de´marche propose´e va plus loin. En effet, pour permettre la comparaison entre
la simulation et l’expe´rience, la me´thode d’identification et la simulation sont com-
patibles. La compatibilite´ est assure´e par la description des champs de de´placement,
le champ identifie´ expe´rimentalement comme celui de la simulation sont de´crits par
une me´thode e´le´ments finis. De plus dans les deux situations la pointe de fissure
est traite´e avec une troncature de la se´rie de Williams. La richesse des informations
identifie´es et le paralle`le avec la simulation permet de valider les mode`les utilise´s, et
de filtrer des biais expe´rimentaux.
D’un point de vu plus pratique, l’influence des diffe´rents parame`tres de projec-
tion sur les se´ries a e´te´ e´tudie´e dans le contexte de la fatigue. Nous avons valide´
la projection de la variation du champ de de´placement ∆uDIC pour identifier la
position du front aW et ∆KI , la variation du FIC en mode I. La me´thode d’iden-
tification de la position du front a e´galement e´te´ valide´e pour faire le lien entre
l’identification et la simulation. Enfin, l’influence des conditions aux limites sur les
e´valuation des ∆KI a e´te´ illustre´e. Cette influence a un impact encore plus fort sur
la loi de propagation et la vitesse de propagation simule´e.
La de´marche propose´e ne permet cependant pas de connaˆıtre le domaine de vali-
dite´ de la loi de propagation e´tudie´e, en terme de chargement, de rapport de charge,
de ge´ome´trie d’e´prouvette, d’environnement,.... D’autres expe´riences de propagation
de fissures de fatigue sont alors ne´cessaires. Par exemple dans cette expe´rience le
T -Stress variant tre`s peu, nous ne pouvons pas quantifier son impact sur la propaga-
tion. Traiter des essais 3D permettrait d’avoir des plages de variation des parame`tres
de rupture (notamment ∆KI , T et la refermeture) plus large directement sur une
expe´rience. En effet, la propagation d’un front 3D conduit ge´ne´ralement a` des co-
efficients asymptotiques (i.e., FIC, T -stress) non-uniforme le long du front. Ceci
couvrent donc un spectre plus large de parame`tres possibles.
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Figure 4.20 – Les diffe´rentes e´tapes de la strate´gie d’identification de la loi de
propagation de fatigue propose´e en 3D.
4.3 Extension de l’approche au trois dimensions
Identifier des lois de propagation est e´galement possible a` partir de mesures de
champs 3D [FER 06, GIA 11, LAC 14b]. La strate´gie utilise´e en 2D est e´tendue a`
des me´thodes 3D, elle est sche´matise´e sur le Figure 4.20. L’acquisition des “images”
3D est re´alise´e avec un tomographe a` rayons X. pour cela, l’e´prouvette doit tourner a`
l’inte´rieur de l’appareil. L’essai est donc re´alise´ in situ, par un montage a` l’inte´rieur
du tomographe. La corre´lation est re´alise´e en 3D, globalement sur une discre´tisation
FEM.
Cette fois la projection est plus de´licate car il faut extrapoler le champ de
de´placements dans des plans orthogonaux au front. Elle permet ne´anmoins d’ob-
tenir la position du front et une estimation des coefficients asymptotiques. Ces
premie`res e´tapes sont introduites dans la Section suivante, et ont fait l’objet de
la the`se de Lachambre [LAC 14b]. Elles introduisent des difficulte´s supple´mentaires
et les me´thodes sont moins maˆıtrise´es qu’en 2D.
A` partir des positions du front et de l’estimation des coefficients asymptotiques
le long du front, il est possible de s’inte´resser a` des lois de propagations 3D. Ce
type d’identification est e´galement a` l’e´tude, et seul quelques re´sultats pre´liminaires
existent [GIA 11]. Cette e´tape est e´galement complexe, les difficulte´s et des pistes de
re´flexion sont donne´es a` la Section 4.3.3. Enfin, la me´thode de simulation 3D base´e
sur les se´ries de Williams est celle pre´sente´e au Chapitre 2.
4.3.1 Tomographie et mesure de champ
Le principe de la tomographie est de soumettre un e´chantillon a` un fais-
ceau (nous conside´rerons des rayons X) et d’observer spatialement comment il
traverse le mate´riau. Le faisceau ayant traverse´ l’e´chantillon dans une direction
est collecte´ sous la forme d’une radiographie. A` partir d’une se´rie de radiogra-
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phies (e´ventuellement restreinte [ROU 14]), une “image” 3D peut alors eˆtre recons-
truite [KAK 88, LAC 14b]. La reconstruction de l’image a` partir des radiographies
est une e´tape supple´mentaire qui reste complexe. Des artefacts de mesures parfois
importants perturbent la re´solution des images obtenues.
Contrairement a` l’e´tude a` partir de photographies (2D), il est difficile d’ajouter
des marqueurs visibles (mouchetis en 2D) sans changer les proprie´te´s du mate´riau.
Un certain nombre de proprie´te´s de la microstructure perturbent ne´anmoins le fais-
ceau, et sont donc visibles. Parmi ces perturbations on retiendra les surfaces libres,
qui permettent de retrouver les frontie`res de l’e´chantillon, ainsi que la fissure. Il
est alors possible de retrouver la ge´ome´trie de la fissure et du front au sein de
l’e´chantillon directement a` partir des images [FER 06, RAN 10].
Les changements de phases apparaissent e´galement. Lorsqu’ils sont bien re´partis
dans le domaine, il peuvent jouer le roˆle de mouchetis. Il est alors possible de faire
de la corre´lation entre deux de ces “images” pour obtenir le champ de de´placements.
Une approche globale sur une base e´le´ments finis a e´te´ de´veloppe´e par Roux et al.
[ROU 08], elle est proche de sa version 2D pre´sente´e Section 4.1.1. Elle est appele´e
DVC pour Digital Volume Correlation, et des hexae`dres a` 8 nœuds sont ge´ne´ralement
utilise´s. Le mate´riau doit donc eˆtre choisi avec des marqueurs naturels, comme par
exemple des vides dans une mousse [ROU 08], des nodules de carbones dans de la
fonte a` graphite sphe´ro¨ıdal [LIM 10, LAC 14a] ou des pre´cipite´s dans des alliages
d’aluminium [LAC 14b].
Une autre limitation de la tomographie est la puissance du faisceau qui pour
certains mate´riaux (dont l’absorption est forte) ne permet pas de traiter de grandes
e´prouvettes. La microstructure joue alors un roˆle important. Ne´anmoins, lorsque le
mate´riau est bien choisi et les artefacts de mesures maˆıtrise´s il est possible d’obtenir
une re´solution des de´placements plus petite qu’un voxel.
D’autre part, l’application de la me´thode a` la fatigue est e´galement de´licate. La
premie`re difficulte´ est la re´alisation d’une e´prouvette de dimension adapte´e au fais-
ceau en pre´sence d’une fissure. La premie`re me´thode utilise´e [LIM 10] a e´te´ de faire
propager une pre´-fissure de fatigue dans une grande e´prouvette, puis d’y de´couper
une petite e´prouvette pour le tomographe. La fissure est alors directement pre´sente,
cependant les proprie´te´s me´caniques du domaine autour ont e´te´s modifie´es par la
cre´ation de la pre´-fissure. La loi de propagation qui pourrait eˆtre e´value´e est alors
celle pour cet e´tat du mate´riau. Une seconde me´thode (qui est celle utilise´e dans l’es-
sai 2D pre´ce´dent) est de partir d’une e´prouvette avec une entaille [LAC 14b], re´alise´e
par exemple au laser. Avec cette me´thode, les proprie´te´s ne sont pas alte´re´es mais
la pointe de l’entaille est e´mousse´e, la fissure mettra donc du temps a` de´marrer.
Une seconde difficulte´ est que l’acquisition des radiographies ne´cessaires a` la re-
construction d’une image est relativement longue et assez intrusive. Il est possible
de de´charger l’e´prouvette et de la radiographier mais une de´charge comple`te mo-
difie l’histoire du chargement et ne permet pas d’identifier ∆u. Pour y parvenir,
des machines de traction in situ ont e´te´ de´veloppe´es [LIM 10, LAC 14b, LAC 14a].
Elles permettent de re´aliser le cyclage dans le tomographe et de faire des radiogra-
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Figure 4.21 – Figure 4.8 de [LAC 14b] : repre´sentation des plans de projection
autour du front. Les repe`res locaux sont repre´sente´s le long du front, et en bleu et
en en rouge.
phies sous charge. Graˆce a` ces dispositifs, il est possible d’obtenir la variation de
de´placements sur un cycle par DVC re´gularise´e.
4.3.2 Extraction des FIC en volume
Comme en deux dimensions, le re´sidu de corre´lation peut eˆtre utilise´ pour iden-
tifier la position des le`vres de la fissure [LIM 10, LAC 14b, LAC 14a]. A` partir de la
ge´ome´trie des le`vres de la fissure, et du champ de de´placements identifie´, la me´thode
de projection est e´tendue au 3D. Comme en 2D, elle permet d’identifier la position
du front et les facteurs d’intensite´ des contraintes. Comme pour la simulation, l’ex-
tension de la me´thode au 3D est limite´e par la de´finition des champs asymptotiques
en 3D le long d’un front courbe. Une me´thode [LIM 10, LAC 14b, LAC 14a] est de
projeter les de´placements sur les se´ries 2D dans des plans orthogonaux au front,
re´parties le long du front.
Dans la the`se de Lachambre [LAC 14b], la me´thode de projection est teste´e sur
des champs de de´placements issus de simulations e´lastiques line´aires. Pour une fissure
plane a` front droit, la projection, sur des plans normaux au front, sur les se´ries 2D
permet de retrouver pre´cise´ment la position du front et permet une bonne e´valuation
des FIC (< 2% d’erreur) a` cœur. Pour une fissure plane a` front courbe, cette pro-
jection permet d’identifier correctement la position du front a` cœur. Cependant une
erreur importante est commise sur l’identification des FIC (≈ 10%). Cette erreur
peut eˆtre corrige´e en ajoutant les termes dus a` la courbure propose´s par Leblond
et Torlai [LEB 92] (voir e´quation (2.1)) dans la base de projection. L’e´valuation
des FIC est alors satisfaisante a` cœur (< 2% d’erreur). Ces essais montrent que la
me´thode de projection fonctionne pour identifier la position du front et les coeffi-
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cients asymptotiques avec un champ de de´placements e´lastique simule´.
L’application a` des champs expe´rimentaux issus de la tomographie est plus com-
plexe. Les coefficients identifie´s sont lisse´s [LAC 14b, GIA 11] le long du front car
la discre´tisation est grossie`re, la mesure bruite´e et la taille des zones de projection
restreinte. Ces zones de projection sont repre´sente´es pour une fissure expe´rimentale
sur la Figure 4.21. De plus, il est difficile d’identifier la position du front de manie`re
ite´rative. Une possibilite´ [LAC 14b] est alors de re´aliser la projection pour de nom-
breuses positions et de choisir celle qui minimise le premier terme super-singulier
pour un front lisse´. Cette approche permet d’identifier l’ordre de grandeur de
l’e´volution des FIC en 3D au cours d’une expe´rience de fatigue. C’est une premie`re
avance´e vers l’analyse expe´rimentale de fissures de fatigue 3D.
4.3.3 Vers des lois de propagation de fissures tridimension-
nelles
Les diffe´rentes e´tapes de la strate´gie pre´sente´e Figure 4.20 ont e´te´ aborde´es dans
le projet ANR RUPXCUBE. Les outils pour identifier une loi de propagation de
fissure de fatigue 3D semblent donc accessibles dans un futur proche. Cette identi-
fication est ne´cessaire pour permettre de pre´dire par la simulation la dure´e de vie
d’une structure et d’organiser les ope´rations de maintenances. Elle pre´sente cepen-
dant des challenges supple´mentaires a` l’approche 2D.
La premie`re est simplement ge´ome´trique, car l’e´volution du front en 3D est
plus complexe. Elle fait intervenir au minimum un angle supple´mentaire, l’angle
de de´versement, introduit a` la Section 1.2.3. Expe´rimentalement, une difficulte´
supple´mentaire existe : comment relier les abscisses curvilignes de deux fronts suc-
cessifs ? Une approche consiste a` re´soudre un proble`me inverse avec la loi de propa-
gation [GIA 11]. D’autre part, la vitesse de propagation e´volue ge´ne´ralement a` l’ap-
proche d’une surface libre. Une explication possible, e´tudie´e par Giacoma [GIA 11]
est l’augmentation du T -stress, qui pourrait eˆtre introduit dans la loi de propagation.
Ne´anmoins, l’identification en 3D est attractive car de nombreuses donne´es sont
disponibles par pas de propagation, tout le long du front. La mesure de champs
3D associe´e a` des me´thodes de post-traitement et de simulation intimement lie´es
est un outils tre`s prometteur pour identifier le formalisme pertinent d’une loi de
propagation de fissure 3D.
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Ce me´moire pre´sente la DEK-FEM 3D, une me´thode de simulation 3D de fissures
courbes avec extraction directe des coefficients asymptotiques. En 2D, la DEK-FEM
consiste a` utiliser les se´ries de Williams seules comme discre´tisation en pointe de
fissure dans un patch analytique. Le reste du domaine est traite´ avec une me´thode
X-FEM. Les deux parties sont raccorde´es a` leur interface au sens faible. Un maillage
X-FEM de la structure comple`te est re´alise´, les e´le´ments autour du front (dans un
rayon rW ) constituent le patch analytique. Ces e´le´ments ne servent alors plus qu’a`
l’inte´gration. L’extension de cette approche au 3D n’est pas directe puisqu’il n’existe
pas de de´finition des champs asymptotiques pour une fissure quelconque en 3D, c’est
l’objet principal de ces travaux de recherche.
Une de´finition primale des champs du patch analytique est propose´e
(e´quation (2.4)). La se´rie de Williams (2D) en de´placements est utilise´e dans un
repe`re local autour du front. Une e´volution continue de ce champ asymptotique est
rendue possible le long du front par le produit de la se´rie de Williams avec des fonc-
tions de forme e´le´ments finis 1D de l’abscisse curviligne. L’e´volution des coefficients
asymptotiques le long du front est donc directement connue (e´quation (2.31)). A`
partir de cette de´finition du champ de de´placements, les champs de de´formations et
de contraintes sont calcule´s. Lorsque le front est courbe, le calcul du gradient des
de´placements est fait dans la base locale associe´e a` la fissure.
La me´thode est alors applique´e a` des fissures planes a` front droit. On constate
que les champs auxiliaires de l’inte´grale d’interaction sont identiques aux champs
me´caniques du patch lorsque des e´le´ments finis d’ordres ze´ros sont utilise´s le long
du front. Cette discre´tisation dans la DEK-FEM ne permet pas de prendre correcte-
ment en compte des e´volutions des coefficients asymptotiques le long du front. Une
discre´tisation d’ordre un corrige ce proble`me et permet d’identifier les e´volutions
continues non-bruite´es des coefficients asymptotiques.
La DEK-FEM 3D est ensuite valide´e sur des cas tests pour lesquels des solutions
analytiques sont connues. Les cas tests simule´s sont des fissures planes a` front courbe.
Les e´volutions des coefficients asymptotiques sont bien calcule´es mais les amplitudes
ne sont pas tre`s pre´cises. Deux proce´de´s permettent d’ame´liorer la pre´cision. Le
premier est de raffiner la discre´tisation X-FEM autour du patch. Il est alors possible
de diminuer la taille du patch et ainsi de s’approcher des hypothe`ses des se´ries de
Williams. Le second est de faire e´voluer la base. On a par exemple montre´ que l’ajout
de la troisie`me rotation et l’augmentation de l’ordre des e´le´ments finis le long du
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front permettent d’ame´liorer la pre´cision. Ces cas tests ont e´galement e´te´ utilise´s
pour e´tudier l’influence des diffe´rents parame`tres de la me´thode.
Pour raffiner le maillage et traiter des proble`mes ou` l’e´chelle de la structure est
diffe´rente de l’e´chelle de la fissure, la me´thode a e´te´ couple´e avec un algorithme
multigrilles localise´es. Cet algorithme pre´sente une complexite´ quasi-optimale. Il
permet e´galement de raffiner le maillage localement. Ces deux proprie´te´s permettent
de traiter efficacement des proble`mes ou` diffe´rentes e´chelles cohabitent. Le patch ana-
lytique est introduit uniquement sur la grille la plus fine. Une premie`re application
de la DEK-FEM couple´e avec la me´thode multigrilles localise´es est propose´e. Comme
attendu, l’ajout de grilles supple´mentaires plus fines permet d’ame´liorer la pre´cision
de l’identification des coefficients asymptotiques.
Pour aller plus loin dans le de´veloppement de la me´thode, il serait inte´ressant
de travailler sur le choix de la base de discre´tisation du patch analytique. La base
propose´e donne des premiers re´sultats encourageants et nous avons montre´ qu’elle
jouait un roˆle primordial sur la qualite´ de l’identification des facteurs d’intensite´
des contraintes. Une e´tape supple´mentaire sera de conside´rer des fissures courbes,
et d’e´tudier l’influence de la courbure. La me´thode propose´e traite naturellement
la courbure du front comme la courbure de la fissure, le calcul du gradient est
ne´anmoins plus de´licat. Une autre piste de de´veloppement est de perfectionner le
couplage du patch analytique avec le solveur multigrilles.
Le de´veloppement de ce type de simulation permet l’e´tude de la rupture lors-
qu’une fissure micro-structurellement longue se propage avec des non-line´arite´s
confine´es en pointe de fissure. En effet, la me´thode repose sur des champs asympto-
tiques obtenus sous les hypothe`ses de la me´canique line´aire e´lastique de la rupture.
Deux applications sont donc directement possibles : les mate´riaux fragiles fissure´s et
simulation de fissures fatigue. Il semble ne´anmoins possible d’e´tendre la me´thode a` la
dynamique, en utilisant les de´veloppements asymptotiques dynamiques [FRE 98] ou
aux non-line´arite´s, avec les champs HRR [RIC 68b, HUT 68]. D’autre part, certaines
non-line´arite´s peuvent eˆtre prises en compte directement par la loi de propagation.
Enfin, la me´thode propose´e de simulation avec extraction directe des facteurs
d’intensite´ des contraintes est applique´e a` la propagation de fissure de fatigue. Cette
application s’inscrit dans le projet ANR RUPXCUBE qui traite de l’identification
de loi de propagation de fatigue. La de´marche propose´e dans le projet allie post-
traitements expe´rimentaux en paralle`le de la me´thode de simulation de´veloppe´e dans
cette the`se. Le paralle`le est base´ sur un formalisme identique pour le post-traitement
des expe´riences et la simulation. Il permet de comparer les champs de de´placements
en pre´sence pour valider les mode`les et identifier des biais expe´rimentaux. Dans le
cadre de cette the`se, cette de´marche est applique´e a` un essai 2D. Une loi de Paris
est identifie´e et on constate l’importance des conditions aux limites. La strate´gie
de´veloppe´e est base´e sur la mesure de champs. Elle ne repose donc sur aucune ap-
proximation globale, et permet de traiter des expe´riences pour lesquelles les condi-
tions aux limites sont imparfaites.
Les diffe´rents outils pour identifier des lois 3D avec cette strate´gie ont e´te´
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de´veloppe´s au sein du projet. La tomographie a` rayons X permet de mesurer des
champs de de´placements 3D. La me´thode d’identification des coefficients asympto-
tiques a e´te´ e´tendue aux 3D [LAC 14b]. Dans le cadre de cette the`se, la me´thode
DEK-FEM a e´te´ e´tendue au 3D. Une fois ces outils rode´s, ils permettront de mieux
appre´hender l’identification de loi de propagation 3D. Plusieurs points qui restent
assez ouverts pourront eˆtre e´tudie´s : les directions de propagation du front, la vi-
tesse de propagation en mode mixte ou le comportement particulier a` l’approche
des surfaces libres. Cette perspective est d’autant plus prometteuse que les donne´es
ne sont plus disponibles en un point (front de fissure ponctuelle en 2D) mais tout
au long du front.
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Annexe 1
Organisation du programme DEK-FEM multi-
grilles X-FEM localise´es
Cette annexe pre´sente l’organisation du programme multigrilles e´le´ments finis
e´tendus localise´es avec extraction des FICs (i.e., le patch analytique est introduit
dans la grille la plus fine). Ce programme ressemble fortement a` celui propose´
par Rannou [RAN 08] : multigrilles e´le´ments finis e´tendus localise´es, les ope´rations
spe´cifiques au patch apparaissent en gras. Cette annexe est une grille de lecture
inte´ressante du chapitre 2 qui pre´sente la DEK-FEM 3D et son couplage avec l’al-
gorithme multigrilles X-FEM localise´es
Ge´ne´ration du maillage
— Initialisation (ge´ome´trie, chargement et parame`tres de la me´thode)
— Construction ou lecture du maillage FEM grossier de la structure totale
Nœuds, e´le´ments, fonctions de forme et leur gradient
— Calcul des trois levels sets aux nœuds du maillage structure´ de´die´ (Sec-
tion 2.1.2.3)
— Boucle sur les ng − 1 grilles : k = 1
— Identification des nœuds enrichis de la grille k (approche topologique,
Section 1.2.2.3 et Figure 1.5)
— Cre´ation du maillage k + 1 par sous de´coupage des e´le´ments grossiers
dans la zone choisie (Figures 2.6 et 2.7)
— Identification des nœuds enrichis de la grille ng
— De´composition de domaine sur la grille la plus fine ng : les e´le´ments
ayant un nœud a` moins de rw e´le´ment du front constituent le patch
(Figure 2.3)
— Pour chacune des ng grilles :
— Ge´ne´ration de la table de connectivite´ ade´quate
— Ge´ne´ration des points d’inte´gration (intrinse`ques aux e´le´ments)
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— Calcul des fonctions d’enrichissements et de leur gradient aux points de
Gauss (intrinse`ques aux e´le´ments)
— Pour le patch :
— Ge´ne´ration des e´le´ments unidimensionnels du patch : nœuds,
e´le´ments et connectivite´ (Figure 2.4)
— Calcul des fonctions asymptotiques et de leur gradient aux
points de Gauss de la grille ng dans le patch (Figure 2.4)
— pour un front qui rejoint les surfaces libres : les abscisses
curviligne maximum et minimum du front sont calcule´es
a` partir de la troisie`me level set, cet intervalle est ensuite
de´coupe´ en e´le´ments
— pour un front ferme´ sur lui-meˆme : une origine de l’abs-
cisse curviligne est choisie arbitrairement, l’intervalle entre
les abscisses maximum et minimum est ensuite de´coupe´ en
e´le´ments, les nœuds initial et final de l’abscisse curviligne
sont re´unis
Ge´ne´ration de la matrice de rigidite´ et des ope´rateurs de
couplage
— Pour chacune des ng+1 grilles (dont le patch) :
— Calcul des matrices de rigidite´ e´le´mentaires et assemblage (inte´gration
sur les e´le´ments du maillage FEM)
— Calcul des efforts aux limites (second membre)
— Application des conditions aux limites par substitution (connectivite´)
— Calcul des ope´rateurs de prolongement/restriction (Section 2.3.3.2)
— Calcul de l’ope´rateur de raccord inte´gral (Section 2.2.5)
— Identification des nœuds de l’interface ΓW
— Re´organisation des faces en e´le´ments 2D avec une normale sor-
tante du patch
— Ge´ne´ration des points d’inte´gration (intrinse`ques aux e´le´ments
2D)
— Calcul de la connectivite´ de ces e´le´ments avec les inconnues du
patch, du domaine X-FEM et du raccord
— Calcul des fonctions (de´placements du patch et du domaine X-
FEM, et champ de raccord) aux points de Gauss
— Calcul des matrices de raccord e´le´mentaires et assemblage
(inte´gration sur les e´le´ments 2D)
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Re´solution et post-traitement
— Re´solution a` partir des ope´rateurs ainsi cre´e´s (Sections 2.3.3.1 et 2.3.4)
— Export des champs me´caniques sous paraview
— Trace´ des e´volutions des coefficients asymptotiques de´sire´es
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Annexe 2
Maillage raffine´ localement pour les fissures penny
shaped en tension
Les cas tests de fissures circulaires en tension ont pour re´fe´rence des fissures
dans des milieux infinis. Pour s’approcher de cette situation, une fissure petite par
rapport a` la dimension du milieu simule´ est conside´re´e : l = 10a. Le maillage est
donc raffine´e localement autour de la fissure pour manipuler un nombre de degre´s
de liberte´ acceptable. Des maillages approchants de ceux utilise´s par Sukumar et al.
[SUK 00] pour des simulations X-FEM sont utilise´s. Ils sont ge´ne´re´s avec le logiciel
Gmsh de´veloppe´ par Geuzaine et Remacle [GEU 09].
Maillage dit grossier
l = 2;
rf = 0.1;
dh1 = l/8;
dh2 = rf/Sqrt(13);
longfin = 2*6*dh2;
hfin = 6*dh2;
lf = longfin;
L[1]=2;
L[2]=2;
L[3]=10-(4+2*3/5+2*(3/5)^2+2*(3/5)^3+6/Sqrt(13));
L[4]=2*3/5;
L[5]=2*(3/5)^2;
L[6]=2*(3/5)^3;
L[7]=1/Sqrt(13);
L[8]=1/Sqrt(13);
L[9]=1/Sqrt(13);
L[10]=1/Sqrt(13);
L[11]=1/Sqrt(13);
L[12]=1/Sqrt(13);
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p0=newp; Point(p0)={0,0,0};
inc = 1;
Lc[0]=0;
For (1:12)
Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[inc]*rf/l);
p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};
inc=inc+1;
EndFor
For (1:12)
Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[25-inc]*rf/l);
p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};
inc=inc+1;
EndFor
Extrude{l,0,0}{
Point{p0};
Layers{{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},
{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};
Recombine;
}
Extrude{0,l,0}{
Line{1};
Layers{{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},
{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};
Recombine;
}
Extrude{0,0,l}{
Surface{5};
Layers{{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},
{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};
Recombine;
}
Maillage dit fin
l = 2;
rf = 0.1;
dh1 = l/8;
dh2 = rf/Sqrt(13);
longfin = 2*6*dh2;
hfin = 6*dh2;
lf = longfin;
L[1]=2;
L[2]=2;
L[3]=10-(4+2*3/5+2*(3/5)^2+2*(3/5)^3+6/Sqrt(13));
L[4]=2*3/5;
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L[5]=2*(3/5)^2;
L[6]=2*(3/5)^3;
L[7]=1/Sqrt(13);
L[8]=1/Sqrt(13);
L[9]=1/Sqrt(13);
L[10]=1/Sqrt(13);
L[11]=1/Sqrt(13);
L[12]=1/Sqrt(13);
p0=newp; Point(p0)={0,0,0};
inc = 1;
Lc[0]=0;
For (1:12)
Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[inc]*rf/l);
p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};
inc=inc+1;
EndFor
For (1:12)
Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[25-inc]*rf/l);
p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};
inc=inc+1;
EndFor
Extrude{l,0,0}{
Point{p0};
Layers{2*{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},
{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};
Recombine;
}
Extrude{0,l,0}{
Line{1};
Layers{2*{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},
{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};
Recombine;
}
Extrude{0,0,l}{
Surface{5};
Layers{2*{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},
{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};
Recombine;
}
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